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Algumas palavras
Ha´ um pequeno e privilegiado grupo de pessoas que realmente sabe discernir entre as escolhas
durante a vida e, naturalmete, sempre sabe do seu querer. Ha´ um segundo que prefere na˜o arriscar
e na maioria das vezes opta pela seguranc¸a do na˜o querer para encontrar seus caminhos. Dessa
observac¸a˜o, que sempre me recorda as obras do nota´vel poeta checo Rainer Maria Rilke, conclu´ı
que pertenc¸o ao segundo e aparentemente maior grupo. E, desta vez, na˜o me lembrei de apenas
um, pore´m dois trechos do cla´ssico “Cartas a um jovem poeta”. O primeiro deles, que certamente
e´ o mais conhecido do autor, encontra-se na primeira carta [1]. Ei-lo:
“... Pergunta se os seus versos sa˜o bons... Pois bem − usando da licenc¸a que me deu de
aconselha´-lo − pec¸o-lhe que deixe tudo isso. O senhor esta´ olhando para fora, e e´ justamente
o que menos deveria fazer neste momento. Ningue´m o pode aconselhar ou ajudar, − ningue´m.
Na˜o ha´ sena˜o um caminho. Procure entrar em si mesmo. Investigue o motivo que o manda
escrever; examine se estende suas ra´ızes pelos recantos mais profundos de sua alma; confesse a si
mesmo: morreria, se lhe fosse vedado escrever? Isto acima de tudo: pergunte a si mesmo na hora
mais tranqu¨ila de sua noite: ‘Sou mesmo forc¸ado a escrever?’ Escave dentro de si uma resposta
profunda. Se for afirmativa, se puder contestar a`quela pergunta severa por um forte e simples
‘sou’, enta˜o construa a sua vida de acordo com essa necessidade. Sua vida, ate´ em sua hora mais
indiferente e ano´dina, devera´ tornar-se o sinal e o testemunho de tal pressa˜o...”
Ja´ o segundo, que muito se fez presente nos u´ltimos anos, pertence a` terceira carta. Transcrevo-
lhe:
“... Aı´ o tempo na˜o serve de medida: um ano nada vale. Dez anos na˜o sa˜o nada. Ser artista
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na˜o significa calcular e contar, mas sim amadurecer como a a´rvore que apressa a sua seiva e
enfrenta tranquila as tempestades da primavera, sem medo de que depois dela na˜o venha nenhum
vera˜o. O vera˜o ha´ de vir. Mas vira´ so´ para os pacientes, que aguardam num grande sileˆncio
intre´pido, como se diante deles estivesse a eternidade. Aprendo-o diariamente, no meio de dores
a que sou agradecido: a pacieˆncia e´ tudo...”
Invadido pelo peculiar sentimento humanista do momento que dedico igualmente esta tese
a dois grupos. O primeiro deles e´ representado pelas pessoas que teˆm a oportunidade e que
realmente fazem de suas profisso˜es o seu maior instrumento de dedicac¸a˜o. Todos os meus profes-
sores e professoras que me incentivaram e fizeram parte da minha formac¸a˜o justificam e merecem
esta dedicato´ria. Gostaria de cita´-los nominalmente, mas reservo ao meu corac¸a˜o a nobreza e a
distinc¸a˜o de guardar a cada um deles.
O segundo grupo, representado pelos meus pais, e´ igualmente merecedor. A eles devo toda a
minha educac¸a˜o e o esforc¸o pela minha instruc¸a˜o. Aos distintos de alma e esp´ırito Maria Piedade
da Costa e Antonio Negra˜o Farias dedico mais esta conquista como parte do que sou sabedor de
na˜o compensar todo o processo. No entanto, pleno conhecedor de que isto e´ o todo que posso
humildemente oferecer-lhes: a minha gratida˜o.
Palavras e sentimentos...
Considero que os cre´ditos de uma conquista sa˜o ta˜o importantes quanto esta. Portanto,
entendo que apesar do risco de injustamente esquecer algue´m, ainda assim devemos citar pessoas
e aproveitar para falarmos de fatos, experieˆncias e sentimentos.
O mentor deste trabalho foi o inspirador professor Dr. Marcos Ce´sar de Oliveira. Com o vigor
da juventude e a maturidade peculiar aos sa´bios e experientes conselheiros ele soube conduzir
esta tese e me manter calmo e sereno durante as muitas dificuldades que enfrentei. O professor
Marcos encontrou em mim um candidato ao doutoramento com muitas du´vidas sobre o que fazer
e por onde seguir e me transformou num estudante com uma nova visa˜o da F´ısica e da vida.
Semelhantemente agradec¸o a` nota´vel professora Dra. Kioko Furuya. Sempre muito paciente e
com uma diferenciada persisteˆncia ela sempre se mostrou sol´ıcita e se tornou autora de muitos co-
menta´rios prof´ıcuos durante o meu doutoramento. Carinhosamente registro meus agradecimentos
a essa distinta profissional.
Aos renomados professores Dr. E. Miranda, Dr. P. H. Sakanaka, Dr. F. C. da Cruz, Dr. M.
A. M. de Aguiar e Dr. E. Zacarias tambe´m sinceramente agradec¸o pelas orientac¸o˜es eficazes e
atenc¸a˜o exemplar em diversos momentos da minha passagem pelo IFGW.
Aos meus familiares agradec¸o do fundo dos mais nobres sentimentos humanos. Desde os
momentos afetivos, sempre com as mais confortantes palavras, ate´ os mais racionais, com o
indispensa´vel apoio financeiro, eu sempre contei com os meus avo´s Joa˜o Gomes e Maria Costa;
meus pais Maria Piedade da Costa e Antonio Negra˜o Farias; os meus sa´bios e incentivadores irma˜os
Rildo, Rideci, Rosinaldo, Rosaˆngela e Reinaldo; e com os inspiradores rebentos Farias: Ranieri,
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Gabriel e Ra´ıssa. Registro o companheirismo de Malu Nagai, que me confortou, incentivou e
mostrou muito do que ha´ de belo na vida. Tambe´m registro a amizade das amigas Marina Otani,
Alice Yamanaka, Geni Morita e Camila Nunes.
Ta˜o importante qua˜o prazeroso foi o conv´ıvio com os muitos amigos na Unicamp: A. F.
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Duarte, A. A. Soares, K. Marx, R. Fernandes, P. A. Z. Sire, J. Garcia, E. M. dos Santos, C. Y.
Seko, M. B. Pio, R. A. Batista, F. Arretche, J. W. de Menezes, V. A. Meza e D. A. B. Serra.
Os pre´stimos providenciais dos ‘amigos e irma˜os’ J. C. Guedes, J. C. G. Tedesco, R. M. de
Almeida, A. M. de Carvalho, A. E. Bernardini, Jose´ (Pepito), W. Mello Jr e S. A. de Carvalho
foram-me indispensa´veis. Dignamente registro as confortantes palavras dos estimados amigos R.
S. Wiederkehr, F. M. Rezina, F. Massa, E. de Patto Lima, A. P. Scaravelli, A. Alvim, K. Castelo-
Branco e G. W. Cousseau. Igualmente reconhec¸o o empenho dos profissionais da Secretaria de
Po´s-Graduac¸a˜o e agradec¸o ao carinho das secreta´rias de graduac¸a˜o: Ju´lia, Clotilde e Rose. Unidos
a estes venho encontrando uma prof´ıcua fonte de sabedoria junto aos professores Dr. A. A. M.
Lagana´, Dr. M. A. Guaranha e R. Nicolosi ale´m dos muitos profissionais da FATEC/Santo Andre´.
Embora o in´ıcio desta jornada acontecera longe do meu querido Para´, na minha amada
Amazoˆnia, da mesma forma ele aconteceu no corac¸a˜o do meu maravilhoso Brasil, na minha
adorada Sa˜o Paulo. Agradec¸o a indicac¸a˜o ao doutoramento pelos professores da Universidade de
Sa˜o Paulo Dr. M. S. D. Cattani e Dra. M. C. B. Salvadori e a receptividade do professor Dr.
A. O. Caldeira quando vim para a Unicamp. Registro o incentivo durante a minha graduac¸a˜o na
UFPA dos professores Dr. M. C. de Lima, Dr. S. V. L. Pinheiro, Dra. S. Perez, Dr. L. Brito, Dr.
D. Alves, Dr. F. Medeiros, Dr. V. S. Alves, Dr. J. M. F. Bassalo e Dr. P. T. S. Alencar. Estes
profissionais enriqueceram minhas opnio˜es e pensamentos.
A` Coordenac¸a˜o de Pessoal de Nı´vel Superior agradec¸o ao financiamento dos dois primeiros
meses de trabalho e ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient´ıfico e Tecnolo´gico pelos
quarenta e seis meses restantes desta tese sob o processo 142215/2004-0.
Abstract
Starting from a mathematical derivation of the Bose−Hubbard Model (BHM) we analyze
the developing of bipartite and multipartite entanglement through the Mott insulator−superfluid
quantum phase transition, among the modes of an optical lattice to the simplest situations of two,
three and four atoms (N) deposited in such optical lattice with equal number of sites (M), where
a filling factor ν = N/M = 1 per lattice site is considered. We present an investigation about
the controlled dynamic of a Bose-Einstein condensate in a double well driven by an external time
dependent potential. Beyond we present some preliminar notes on codifications and quantum
operations in cold controlled collisions among atoms in multiples wells.
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Resumo
Partindo de uma derivac¸a˜o matema´tica do modelo de Bose-Hubbard, desenvolvemos os ca´lculos
para o emaranhamento bi e multipartido, atrave´s da transic¸a˜o Isolante de Mott−superfluida, entre
os modos de uma rede o´ptica para as situac¸o˜es mais simples de dois, treˆs e quatro a´tomos (N) de-
positados nestas com igual nu´mero de s´ıtios M , ocasionando um fator de preenchimento ν = N/M
unita´rio. Apresentamos uma investigac¸a˜o sobre o controle da dinaˆmica de um condensado de Bose-
Einstein aprisionado em um poc¸o duplo atrave´s da ac¸a˜o de um potencial externo dependente do
tempo. Apresentamos tambe´m uma investigac¸a˜o preliminar de codificac¸a˜o e operac¸o˜es quaˆnticas
embasadas em coliso˜es controladas entre a´tomos em mu´ltiplos poc¸os.
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Apresentac¸a˜o
Para o conforto de ambos os leitores, iniciantes e iniciados, procurei escrever esta tese contem-
plando duas partes. A primeira delas, que resolvi denominar simplesmente de Fundamentac¸o˜es, e´
preambular e aborda tanto pontos histo´ricos como tambe´m outros conceitos que sera˜o utilizados
ao longo de todo o texto. Ela esta´ toda compreendida no primeiro cap´ıtulo e aborda quase que
totalmente de maneira qualitativa conceitos desde o resfriamento atoˆmico ate´ as transic¸o˜es de
fase, formando assim as vertentes que sustentara˜o os demais cap´ıtulos.
A partir do segundo cap´ıtulo apresentaremos a derivac¸a˜o dos modelos f´ısicos que explo-
raremos. Mostraremos os elementos gerais da obtenc¸a˜o partindo de suas fundamentac¸o˜es e,
quando necessa´rio, algumas peculiaridades destas. Em sua grande parte, a ana´lise destes ini-
ciada a partir do Cap´ıtulo 3 forma o corpo da originalidade desta tese.
No terceiro cap´ıtulo analisaremos o emaranhamento atrave´s dos ca´lculos da entropia linear
reduzida a um s´ıtio e da negatividade para os modelos derivados no Cap´ıtulo 2. Neste falaremos
da distribuic¸a˜o do emaranhamento multipartido e bipartido em tais sistemas, o que originou a
primeira publicac¸a˜o desta tese. Faremos uma relac¸a˜o da evoluc¸a˜o das duas medidas citadas para
o emaranhamento em func¸a˜o de um paraˆmetro perturbativo e mostraremos uma relac¸a˜o delas
com a transic¸a˜o de fase quaˆntica presente nos modelos de Bose-Hubbard (BHM) e de gra´ficos
completamente conectados (GCC).
Ja´ no quarto cap´ıtulo realizaremos a abordagem introduto´ria para a consolidac¸a˜o de um
algoritmo para computac¸a˜o quaˆntica que sera´ apresentado no Cap´ıtulo 5. Falaremos da dinaˆmica
e do controle das populac¸o˜es de um condensado de Bose-Einstein em poc¸o duplo atrave´s de um
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potencial externo dependente do tempo. A partir destes dois u´ltimos cap´ıtulos ha´ uma discussa˜o
estendida e detalhada sobre alguns resultados que sera˜o submetidos para publicac¸a˜o brevemente.
No quinto e u´ltimo cap´ıtulo mostramos uma aplicac¸a˜o do modelo estendido de Bose-Hubbard
(EBHM). Nele ha´ os detalhes de uma derivac¸a˜o que culmina com o desenvolvimento de duas
portas lo´gicas quaˆnticas denominadas porta de fase e controlled not.
Os Apeˆndices, que naturalmente se encontram no final do corpo da tese, foram desenvolvidos
para um maior conforto e melhor compreensa˜o deste texto. Neles apresentamos tanto to´picos de
uma relativa simplicidade ate´ outros que exigem um pouco mais de maturidade do leitor. No
entanto, o intuito e´ sempre o do esclarecimento das ideias apresentadas durante o texto da tese,
mas que se mostrariam demasiadamente longas ou mesmo prolixas para a oportunidade.
Alguns to´picos complementares da derivac¸a˜o dos modelos desenvolvidos no segundo cap´ıtulo
sa˜o apresentados no Apeˆndice A. Ja´ o apeˆndice B traz a verificac¸a˜o da equac¸a˜o obtida para o
operador densidade reduzido para o modelo GCC. Esta se constitui numa generalizac¸a˜o para o
ca´lculo da entropia linear reduzida a um s´ıtio.
O u´ltimo apeˆndice aborda em linhas gerais os elementos do desenvolvimento da equac¸a˜o de
Gross-Pitaeviskii utilizada no quarto cap´ıtulo como ferramenta para a descric¸a˜o semicla´ssica da
dinaˆmica populacional la´ discutida.
Introduc¸a˜o
Certamente os registros mais antigos sobre o in´ıcio do processo de contagem evidenciam uma
das maiores descobertas da humanidade. Desde registros eg´ıpicios, babiloˆnicos, gregos, indianos,
a´rabes, dentre muitos outros, e´ extasiante observar a evoluc¸a˜o dessas ideias ate´ os dias atuais em
diversos problemas que requerem cada vez mais te´cnicas apuradas e melhores desenvolturas nas
suas soluc¸o˜es.
Inicialmente utilizando pedras, marcas em ossos, na argila ou mesmo na areia, a humanidade
sempre percebeu a beleza matema´tica resolvendo problemas pra´ticos cujas soluc¸o˜es algumas vezes
se mostravam como um entretenimento, e, em outras, significava a sobreviveˆncia de todo um povo.
Foi se mostrando como soluc¸a˜o eficaz para muitos dos nossos problemas que todo esse processo
se incorporou aos povos e a`s suas culturas. Assim nascia aquela que se revelaria uma das mais
fundamentais das cieˆncias.
No contexto dos avac¸os trazidos pela matema´tica fomos capazes de perceber que poder´ıamos
mecanizar a nossa maneira de calcular. O ganho e a agilidade que essas ideais poderiam trazer
era ta˜o grande que muitos pensadores sonharam em desenvolver aparatos que pudessem torna´-
las fact´ıveis. Pore´m, muitos encontraram entraves nas limitac¸o˜es tecnolo´gicas existentes em suas
e´pocas. Isso, que impossibilitou a maioria daqueles sonhos, ainda assim na˜o fez a humanidade
desistir da sua busca.
Muito tempo depois, ja´ no in´ıcio do se´culo XX, presenciamos o nascimento da mecaˆnica
quaˆntica: uma teoria que aos poucos foi se mostrando promissora em resolver muitos problemas
pra´ticos. Foi ela quem possibilitou, por exemplo, a compreensa˜o dos fenoˆmenos que levaram a`
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invenc¸a˜o do transistor e ao grande desenvolvimento da indu´stria eletroˆnica: entra´vamos na era dos
computadores. E, a mesma mecaˆnica quaˆntica que nos possibilitou avanc¸os como os da eletroˆnica,
ainda trouxe outras compreenso˜es para a criac¸a˜o de algoritmos quaˆnticos. Hoje percebemos que
estes podem nos auxiliar a resolver problemas computacionais anteriormente pouco trata´veis.
Com o desenvolvimento dos lasers nas u´ltimas de´cadas e a utilizac¸a˜o de muitos outros recursos
como os condensados de Bose-Einstein, ı´ons aprisionados, a´tomos artificiais e diversos outros
sistemas que consideram a interac¸a˜o entre a luz e a mate´ria, percebemos que estamos diante de
uma nova revoluc¸a˜o na nossa maneira de calcular. Todos esses conhecimentos, que em sua maioria
foram possibilitados pela mecaˆnica quaˆntica, parecem nos colocar diante de uma nova revoluc¸a˜o:
o in´ıcio da realizac¸a˜o pra´tica da ideias que podem nos levar aos ta˜o sonhados computadores
embasados em algoritmos quaˆnticos.
E´ neste cena´rio que presenciamos espac¸o para fenoˆmenos que antes desconhec´ıamos que es-
tivessem ta˜o intimamente relacionados. O tratamento de elementos da teoria dos nu´meros, as
transic¸o˜es de fases cla´ssicas e quaˆnticas, o emaranhamento em sistemas biolo´gicos e outros sis-
temas que vem ganhando uma nova interpretac¸a˜o veˆm nos mostrando muito do que a nossa
percepc¸a˜o ate´ enta˜o ignorava: as relac¸o˜es sutis entre as propriedades do mundo microsco´pico e a
do mundo da nossa escala cotidiana.
Assim, quando verificamos os saltos que essa teoria quaˆntica nos possibilitou, percebemos
que podemos utilizar as diversas vertentes do nosso conhecimento para resolvermos problemas e
alcanc¸armos avanc¸os antes pouco sonhados. E´ observando todo esse desenvolvimento ao longo de
milhares de anos que certamente ha´ algo a reconhecer: jamais poderemos desprezar a capacidade
de inventividade do ser humano.
Neste pequeno trabalho, utilizando as propriedades de um sistema quaˆntico que tambe´m trata
da interac¸a˜o entre a luz e a mate´ria, vamos tentar poˆr um pouco de contribuic¸a˜o a` viabilidade
de uma codificac¸a˜o em computac¸a˜o quaˆntica. Vamos verificar que nele tambe´m esta´ presente o
emaranhamento e a sua relac¸a˜o com uma transic¸a˜o de fase quaˆntica bem particular. Aqui tambe´m
temos mais uma dentre muitas outras propostas ja´ feitas para portas lo´gicas quaˆnticas.
Cap´ıtulo 1
Fundamentac¸o˜es
1.1 O resfriamento atoˆmico
Desde os primeiros trabalhos experimentais sobre o resfriamento atoˆmico que se confirmou a
posic¸a˜o destacada da interac¸a˜o eletromagne´tica, o que consolidou a importaˆncia desta tambe´m
para a f´ısica de baixas energias. Verificou-se que tal interac¸a˜o esta´ na base na˜o apenas de alguns
processos como os de coesa˜o dos a´tomos nas mole´culas, mas tambe´m se encontra no aˆmago
dos processos de emissa˜o e absorc¸a˜o da luz. Assim, tornou-se evidente a necessidade do completo
conhecimento desta para o estudo do resfriamento dos sistemas atoˆmicos. Com isto explica-se, por
exemplo, a sua atuac¸a˜o em relac¸a˜o aos graus de liberdade externos dos a´tomos, exemplificados
pela posic¸a˜o e pelo momento linear do centro de massa; bem como dos internos, tais como a
configurac¸a˜o e a polarizac¸a˜o dos spins [2–7].
A manipulac¸a˜o dos referidos graus internos mostrou-se poss´ıvel atrave´s do bombeamento
o´ptico, que se utiliza da troca do momento angular entre os a´tomos e a luz circularmente po-
larizada com o intuito de se provocar alterac¸o˜es no estado de spin dos a´tomos. Ja´ a manipulac¸a˜o
dos graus externos se utiliza de forc¸as radiativas provenientes da troca de momento linear entre
a luz e os a´tomos [2–7].
Na formulac¸a˜o das tais manipulac¸o˜es se observou a existeˆncia de duas categorias de efeitos
conhecidos como dissipativos e reativos. A partir de enta˜o utilizou-se tal terminologia para se
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explicar, por exemplo, o resfriamento de um meio atoˆmico cuja frequeˆncia de ressonaˆncia poderia
ser ou na˜o sintonizada a`quela proveniente de um laser; criando, assim, o mecanismo que suportou
esta primeira te´cnica denominada resfriamento Doppler1.
Na˜o demorou muito para perceber-se que o mecanismo por ora comentado possu´ıa um limite.
A pro´pria radiac¸a˜o utilizada para se ‘frear’ os a´tomos de uma amostra como se estes se movi-
mentassem num meio viscoso desempenha um fator limitante. Esta era a principal responsa´vel,
pro´ximo ao limite Doppler de resfriamento, pelas causas perturbativas de aquecimento de uma
amostra ocasionado pela troca de momento entre os fo´tons do laser e os a´tomos desta [8]. Para os
a´tomos de so´dio, por exemplo, tal limite foi previsto e confirmado no valor aproximado de 240µK.
Valores diferentes foram obtidos para diversos outros elementos, pore´m quase na mesma ordem
de grandeza de centenas de microkelvins [5, 8].
Neste regime do limite Doppler de temperatura, ao se utilizar a aproximac¸a˜o da medida da
extensa˜o espacial do pacote de onda atrave´s do comprimento de onda te´rmico de de Broglie,
percebe-se que este ainda e´ muito pequeno. Utilizando-se a relac¸a˜o λdB = 2pi~/
√
2MκBT e´
poss´ıvel estima´-lo na ordem de 10nm, lembrando-se que tal valor depende da espe´cie atoˆmica em
questa˜o.
A luz da verdade trouxe a`s te´cnicas de resfriamento a laser outros efeitos ate´ enta˜o ignorados.
A considerac¸a˜o dos va´rios n´ıveis de energia de um a´tomo poderia, por exemplo, melhorar o
processo de resfriamento atrave´s de uma regra de selec¸a˜o do momentum angular, fazendo uso,
portanto, dos graus internos de liberdade. Assim, as discusso˜es enta˜o correntes mostraram que
tal limite de resfriamento poderia ainda ser incrementado. Ou seja, ainda era poss´ıvel dissipar
energia cine´tica dos a´tomos constituintes de uma amostra e, consequentemente, aprisiona´-los em
potenciais menores que os ate´ enta˜o obtidos. Portanto, tal relac¸a˜o nos mostra que acima ou
pro´ximo a` temperatura limite Doppler, o comprimento de onda de de Broglie ainda e´, no mı´nimo,
uma ou duas ordens de magnitude menor que um comprimento de onda o´ptico. Isso evidencia
1Uma maneira simplificada de se compreender tal te´cnica e´ partir da considerac¸a˜o de um sistema de dois
n´ıveis e considerar um campo externo, ambos com frequeˆncias, de transic¸a˜o e de oscilac¸a˜o, respectivamente, bem
determinadas. Esse e´ um assunto de relativa simplicidade pore´m muito rico para a compreensa˜o dos mecanismos de
resfriamento. Discusso˜es bem elaboradas podem ser encontradas nas obras de P. Meystre [5] e Scully e Zubairy [6].
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que sua dinaˆmica ainda e´ bem descrita em termos da o´ptica geome´trica. Pore´m, para se alcanc¸ar
o regime da o´ptica ondulato´ria, e´ necessa´rio ainda resfriar uma certa amostra abaixo do limite
Doppler.
A elaborac¸a˜o desenvolvida por C. Cohen-Tannoudji e colaboradores [7,8] e a sua consequente
observac¸a˜o por D. W. Phillips e colaboradores [4] do primeiro mecanismo eficaz para esta finalidade
ficou conhecido como resfriamento por gradiente de polarizac¸a˜o, ou resfriamento Sisyphus a campo
fraco.
Na sua forma mais simples, o resfriamento por gradiente de polarizac¸a˜o resulta do movimento
de um a´tomo com dois estados fundamentais degenerados associados a dois potenciais o´pticos fora
de fase. Sob condic¸o˜es apropriadas, o a´tomo preferencialmente salta atrave´s de um bombeamento
o´ptico de um para o outro estado fundamental quando ele se encontra pro´ximo ao ma´ximo do
potencial inicial e, portanto, no mı´nimo do potencial final. Como resultado, o a´tomo em geral
move-se “ladeira acima”, e perde energia cine´tica no processo2.
Na verdade, qualquer mecanismo de resfriamento deve contar com alguma forma de dissipac¸a˜o
de energia. No presente caso, como em muitas situac¸o˜es de resfriamento a laser, esta dissipac¸a˜o
e´ sustentada pela emissa˜o espontaˆnea. Portanto, todo o processo resulta de uma transic¸a˜o vir-
tual para a variedade dos estados excitados, seguida por transic¸o˜es estimuladas para o estado
fundamental, o que pode, obviamente, levar os a´tomos a deca´ırem espontaneamente para esse
estado.
Foi na tentativa de se continuar utilizando os me´todos a laser para resfriamento que se des-
cobriu uma limitac¸a˜o dos mesmos. E, em contraste aos me´todos de resfriamento citados ate´
o momento, o resfriamento evaporativo surgiu como decorrente de um efeito bastante simples.
A ideia para o seu mecanismo e´ semelhante a`quela que leva, por exemplo, ao resfriamento do
conteu´do de uma x´ıcara de cafe´. Com o passar do tempo este esfria assim que as mole´culas mais
energe´ticas escapam da x´ıcara e as restantes alcanc¸am novamente o equil´ıbrio te´rmico, baixando
2Esta denominac¸a˜o esta´ embasada na personagem mitolo´gica grega Sisyphus condenada por Zeus a rolar uma
pedra eternamente, em Hades (o inferno), colina acima, por ter delatado o sequestro de E´gina, filha de Asopo, pelo
pro´pio Zeus.
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sua temperatura; refletindo uma consequeˆncia direta dos a´tomos ou mesmo das mole´culas que
possuem uma energia ligeiramente superior a` energia te´rmica me´dia. O resfriamento evaporativo
de amostras atoˆmicas funciona exatamente da mesma forma, exceto pelo fato de que a temperatura
e a densidade das amostras nesse caso sa˜o muito diferentes das usuais, ou seja, sa˜o muito pequenas.
A primeira proposta para tal te´cnica surgiu no trabalho de Hijmans [9] e sua demonstrac¸a˜o
experimental foi realizada com a´tomo de hidrogeˆnio spin-polarizados.
A obtenc¸a˜o de um resfriamento eficiente por esta te´cnica exige que o limite superior da dis-
tribuic¸a˜o correspondente a altas energias da distribuic¸a˜o te´rmica dos a´tomos deve ser constan-
temente repopulada por coliso˜es, de forma que uma distribuic¸a˜o de equil´ıbrio possa ser mantida
e o processo de resfriamento sustentado. Portanto, uma condic¸a˜o salutar para o resfriamento
evaporativo e´ que a amostra tenha uma densidade suficientemente baixa de forma que as coliso˜es
se tornem raras e tenhamos tambe´m um concomitante tempo longo para um novo alcance do
equil´ıbrio te´rmico.
1.2 A utilizac¸a˜o dos condensados de Bose-Einstein
Sabe-se que o trabalho de S. N. Bose realizado em 1925 e referendado por A. Einstein precisou
de mais de 70 anos para a sua confirmac¸a˜o experimental. Esta, ocorrida apenas em 1995 e em
dois experimentos independentes, que culminou com o preˆmio Nobel de F´ısica em 2000, demorou
por diversos fatores. A principal limitac¸a˜o foi tecnolo´gica e se deu pelo na˜o desenvolvimento ate´
enta˜o das te´cnicas de resfriamento brevemente comentadas na sec¸a˜o anterior. Desde enta˜o, dentro
desta nova fronteira da F´ısica, abriu-se um grande nu´mero de possibilidades de experimentos que
va˜o das transic¸o˜es quaˆnticas de fases ate´ protocolos de computac¸a˜o quaˆntica passando pelas mais
diversas vertentes e aplicac¸o˜es cient´ıficas.
Um fato interessante destaca-se por um total desconhecimento de Bose a respeito das es-
tat´ısticas quaˆnticas, cujo desenvolvimentos ocorreram apenas alguns anos mais tarde. Desde
enta˜o percebe-se qua˜o visiona´rio foi o trabalho recheado pela forte intuic¸a˜o de Bose.
Mesmo com tais desenvolvimentos, uma compreensa˜o mais apurada do fenoˆmeno da con-
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densac¸a˜o de Bose-Einstein hoje torna-se mais evidente atrave´s do embasamento na F´ısica Es-
tat´ıstica. Portanto, procurarei fundamentar esta Sec¸a˜o no cap´ıtulo destinado a` condensac¸a˜o de
Bose-Einstein desenvolvida na refereˆncia [10]. Considero ainda igualmente importantes os traba-
lhos de Courteille e colaboradores [11] e indispensa´veis as leituras das refereˆncias [12–14].
Hoje sabemos que as propriedades de um ga´s ideal de bo´sons podem ser obtidas por meio de
uma grande func¸a˜o de partic¸a˜o dependente da temperatura, do volume e do potencial qu´ımico na
qual realizamos uma soma sobre todos os estados de part´ıcula u´nica
lnΞ(T, V, µ) = −
∑
j
ln{1− e−β(j−µ)} (1.1)
A partir de tal relac¸a˜o podemos determinar, no limite termodinaˆmco, grandezas como a pressa˜o
p(T, µ) = −kBT lim
v→∞
1
V
lnΞ(T, V, µ), (1.2)
determinada em func¸a˜o da temperatura e do potencial qu´ımico, bem como para o valor esperado
do nu´mero de ocupac¸o˜es dos orbitais
〈nj〉 = 1
eβ(j−µ) − 1 , (1.3)
o nu´mero termodinaˆmico de part´ıculas
N =
∑
j
〈nj〉 =
∑
j
1
eβ(j−µ) − 1 (1.4)
e a energia interna do sistema
U =
∑
j
j 〈nj〉 =
∑
j
j
eβ(j−µ) − 1 . (1.5)
Durante tais derivac¸o˜es e´ noto´rio que tais grandezas so´ fazem sentido para um potencial qu´ımico
estritamente negativo.
No limite cla´ssico de altas temperaturas observamos que o potencial qu´ımico e´ negativo, µ < 0.
Ja´ no contexto quaˆntico, com o nu´mero de part´ıculas fixo, a` medida que a temperatura diminui o
potencial qu´ımico aumenta e pode eventualmente se anular, dando origem a um fenoˆmeno peculiar,
8 CAPI´TULO 1. FUNDAMENTAC¸O˜ES
denominado condensac¸a˜o de Bose-Einstein, que mante´m certo paralelismo com a transic¸a˜o de
superfluidez no he´lio l´ıquido e com a condensac¸a˜o do pares de Cooper na agora centena´ria teoria
BCS da supercondutividade.
A partir do nu´mero termodinaˆmico de part´ıculas e´ poss´ıvel obtermos o potencial qu´ımico µ
em termos da temperatura e da densidade ρ = N/V , embora na˜o seja poss´ıvel escrevermos uma
expressa˜o anal´ıtica para ele. No entanto, no limite cla´ssico, que funciona para altas temperaturas,
e´ relativamente fa´cil mostrarmos que
µ
kBT
= ln
[
1
γ
(
2pi~2
mkB
)3/2]
+ ln
(
N
V
)
− 3
2
ln(T ), (1.6)
na qual γ = 2S + 1 e´ a multiplicidade do spin. Portanto, para densidades fixas e temperaturas
suficientemente altas, o potencial qu´ımico e´ negativo. Recorrendo a me´todos nume´ricos, para
um determinado valor de densidade, podemos obter as treˆs curvas esboc¸adas na figura (1.1a)
representando o potencial qu´ımico contra a temperatura no caso de fe´rmions (curva azul), bo´sons
(curva vermelha) e part´ıculas cla´ssicas livres (curva preta). Para altas temperaturas, as treˆs
curvas sa˜o ideˆnticas. A` medida que a temperatura diminui, o potencial qu´ımico dos fe´rmions
(ou das part´ıculas cla´ssicas) pode-se tornar positivo, mas o potencial qu´ımico dos bo´sons atinge
o limite µ → 0−, numa determinada temperatura T0 e ‘gruda’ no valor µ = 0 para qualquer T
inferior ou igual a T0, T ≤ T0.
Determinamos o valor da temperatura T0 tomando µ = 0 na equac¸a˜o para o nu´mero ter-
modinaˆmico de part´ıcula e utilizando o espectro de energia usual de part´ıculas livres
j = ~κ,σ =
~2κ2
2m
, (1.7)
e, notando que a soma pode ser transformada numa integral convergente no limite termodinaˆmico,
temos
N = γV
1
4pi2
(
2m
~2
)3/2 ∫ ∞
0
3/2d
eβ0 − 1 , (1.8)
que nos fornece a temperatura de Bose-Einstein
T0 =
~2
2mκB
[
4pi2
γΓ (3/2) ζ (3/2)
]2/3
(N/V )2/3 . (1.9)
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Figura 1.1: (a) Comportamento do potencial qu´ımico em func¸a˜o da temperatura, a uma densidade fixa, para as
diferentes estat´ısticas. Observe que a linha cheia indica o limite cla´ssico e a temperatura T0 sinaliza a condensac¸a˜o de
Bose-Einstein. (b) A frac¸a˜o de part´ıculas condensadas em func¸a˜o da temperatura ao longo da regia˜o de coexisteˆncia
(µ = 0, com T < T0).
Abaixo de T0 o ga´s de bo´sons livre apresenta caracter´ısticas bastante peculiares, que foram histori-
camente associadas ao comportamento superfluido do he´lio l´ıquido, embora seja pouco razoa´vel
desprezar as interac¸o˜es entre part´ıculas num sistema denso e fortemente interagente como tal.
Em 1995, Ketterle e Cornell, independetemente, conduziram experimentos que detectaram a exis-
teˆncia de um condensado de Bose-Einstein num ga´s dilu´ıdo de a´tomos de rub´ıdio confinados
magneticamente e resfriados por evaporac¸a˜o abaixo da temperatura de 170ηK [13, 14]. Um sis-
tema dilu´ıdo desse tipo esta´ mais pro´ximo de um ga´s de bo´sons livres do que o he´lio superfluido
ou dos supercondutores meta´licos [15].
Podemos obter a ordem de grandeza da temperatura de Bose-Einstein por meio de uma ar-
gumentac¸a˜o puramente qualitativa. Vamos supor que 0 ≈ κBT0 seja a energia de ponto zero
para localizar uma part´ıcula numa regia˜o de volume V/N , com dimensa˜o t´ıpica ∆x ≈ (V/N)1/3.
Como ∆x∆p ≈ ~, devemos ter ∆p = ~(V/N)−1/3. Escrevendo a energia de ponto zero na
forma 0 ≈ κBT0 ≈ (1/2m)(∆p)2, temos T0 ≈ (h2/2mκB)(N/V )2/3, que tem a mesma ordem de
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grandeza da temperatura de Bose-Einstein dada pela equac¸a˜o (1.9).
Voltando a` expressa˜o para o nu´mero de part´ıculas, escrevemos
N
V
=
[
1
V
z
z − 1
]
+
1
V
∑
j 6=0
1
z−1eβj − 1 . (1.10)
Observamos que em tal expressa˜o, o limite z = eβµ → 1 deve ser tomado no limite termodinaˆmico,
V → ∞. Escrevemos enta˜o, com a raza˜o N/V fixa e T ≤ T0, no limite µ → 0 e V → ∞,
(1/V )(z/z − 1)→ N0/V , na qual N0/V e´ a densidade de part´ıculas no estado com energia nula,
ou seja, no condensado de Bose-Einstein, e
1
V
∑
j 6=0
1
z−1eβj − 1 → γ
1
4pi2
(
2m
~2
)3/2 ∫ ∞
0
3/2d
eβ − 1 =
Ne
V
, (1.11)
na qual Ne/V e´ a densidade de part´ıculas nos estados excitados. Portanto,
N = N0 +Ne. (1.12)
Como a equac¸a˜o (1.8) fixa o nu´mero total de part´ıculas, tambe´m podemos escrever
N
V
= γ
1
4pi2
(
2m
~2
)3/2 ∫ ∞
0
1/2d
eβ0 − 1 , (1.13)
na qual β0 e´ o inverso da temperatura de Bose-Einstein. Isso nos fornece a relac¸a˜o
N0 = N
[
1−
(
T
T0
)3/2]
. (1.14)
Na figura (1.1b) representamos N0/N contra a temperatura T , ao longo da regia˜o de coexis-
teˆncia entre um condensado macrosco´pico e os estados excitados (isto e´, para µ = 0, com T ≤ T0,
num diagrama de fase de µ contra T ). Deve-se notar que N0 → N para T → T0. Nas vizinhanc¸as
de T0 ainda podemos escrever
N0
N
≈ 3
2
T0 − T
T0
. (1.15)
Uma abordagem mais sofisticada para o ga´s de bo´sons indica que (N0/N)1/2 e´ proporcional
ao mo´dulo do ‘paraˆmetro de ordem’ da transic¸a˜o: anula-se para T ≥ T0 e comporta-se, para
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Figura 1.2: (a) Representac¸a˜o de um esquema do diagrama de fases de um fluido simples, nas vizinhanc¸as do ponto
cr´ıtico, em termos do potencial qu´ımico e da temperatura. Observe que a linha cheia e´ uma curva de coexisteˆncia
de duas fases distintas que se tornam ideˆnticas no ponto cr´ıtico. Em (b) representamos o mesmo tipo de diagrama
para um ga´s de bo´sons livres.
T → T0− , de acordo com a lei assinto´tica (T0 − T )β, com o expoente cr´ıtico β = 1/2, que e´ um
comportamento caracter´ıstico das transic¸o˜es de fases de segunda ordem na aproximac¸a˜o de campo
me´dio. No entanto, a temperatura T0 depende da densidade e na˜o define um ponto cr´ıtico usual,
como no caso do ponto cr´ıtico da transic¸a˜o l´ıquido ga´s. No diagrama de fases, em termos de µ e
T , ha´ uma linha de coexisteˆncia (ou seja, de transic¸o˜es de primeira ordem) entre o condensado
de Bose-Einstein e os estados excitados, ao longo do eixo µ = 0, ate´ a temperatura T0, de acordo
com a figura (1.2).
Essa linha de transic¸o˜es de primeira ordem, no entanto, na˜o pode ser cruzada, pois o ga´s de
bo´sons livres na˜o tem sentido f´ısico para µ > 0. Vale a pena tambe´m enfatizar que a condensac¸a˜o
de Bose-Einstein, ao contra´rio da condensac¸a˜o usual de um fluido no espac¸o real, representa uma
condensac¸a˜o de part´ıculas no espac¸o de momentos (pois ocorre uma ocupac¸a˜o macrosco´pica dos
estados de part´ıcula u´nica com momento nulo).
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Hoje, dentro de um contexto acalorado por diversas propostas, tem-se mostrado va´rios exem-
plos eficazes para a obtenc¸a˜o de codificac¸a˜o de computac¸a˜o quaˆntica. Isto abre portas tambe´m
para a utilizac¸a˜o dos condensados de Bose-Einstein, como proposto por Jaksch e colaboradores
[16,17], na elegante discussa˜o sobre a utilizac¸a˜o de condensados em redes o´pticas. Citamos ainda
os trabalhos de Anderlini e colaboradores [18] como proposta real e promissora, que se destaca
no que hoje observamos no aˆmago das aplicac¸o˜es dos tais condensados.
Consolida-se a cada dia, em virtude de novos experimentos com a´tomos ultrarresfriados, a
ideia de que estamos no in´ıcio de uma era de transformac¸o˜es cient´ıficas com grandes consequeˆncias
tecnolo´gicas. Em breve possivelmente isto representara´ transformac¸o˜es ate´ mesmo superiores a`
que foi o transistor em meados do se´culo passado, ocasionando grandes revoluc¸o˜es num breve
futuro.
1.3 As potencialidades das redes o´pticas
Em 1928 o f´ısico su´ıc¸o Felix Bloch publicou um trabalho pioneiro no qual ele apresentou
um formalismo embasado no movimento dos ele´trons sobre uma rede meta´lica perfeita [19–22].
Esta consistia de um potencial perio´dico uni-dimensional e com uma energia cine´tica muito maior
que a energia dos movimentos eletroˆnicos atrave´s do metal. Esse me´todo empregado por Bloch
ficou conhecido como tight binding, e atrave´s dele Bloch resolveu a equac¸a˜o de Schro¨dinger por
interme´dio da ana´lise de Fourier e da teoria de grupos [19–22].
Bloch demonstrou que a func¸a˜o de onda do ele´tron em um autoestado de energia de uma rede
perio´dica perfeita e´, na forma tridimensional, fornecida pela func¸a˜o de Bloch ψ(~r) = ei~k·~ru(~r), na
qual u(~r+~a) = u(~r); ~a e´ o per´ıodo da rede; ~k e´ o ‘vetor de onda do cristal’ e ~r e´ a coordenada do
ele´tron. Essa foi a mesma ideia que fundamentou o conceito das redes o´pticas aqui comentadas e
que hoje e´ largamente utilizada em diversos experimentos em f´ısica.
Ja´ para estendermos este conceito para as redes o´pticas, lembremos que nos cursos de F´ısica
Ba´sica, atrave´s do princ´ıpio de superposic¸a˜o, aprendemos que uma combinac¸a˜o linear qualquer
de ondas num determinado meio tambe´m e´ uma onda poss´ıvel nesse meio. Como exemplo, con-
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sideremos a superposic¸a˜o de duas ondas progressivas harmoˆnicas de mesma frequeˆncia que se
propagam em sentidos opostos, que e´ justamente a ideia apresentada para a reproduc¸a˜o ex-
perimental de uma rede o´ptica, na qual um aparato bastante simples pode ser pensado como
um feixe de laser refletido sobre ele mesmo. Portanto, para duas equac¸o˜es de onda dadas por
y1(x, t) = Acos(kx − ωt) e y2(x, t) = Acos(kx + ωt), sabemos que a resultante da soma desses
dois feixes nos fornecem y = y1 + y2 = A [cos (kx− ωt) + cos (kx+ ωt)] = 2Acos (kx) cos (ωt).
Observemos que o resultado expresso por y(x, t) = 2Acos(kx)cos(ωt) na˜o representa a propagac¸a˜o
de um sinal, pois ele se constitui do produto entre duas func¸o˜es, uma dependente do tempo e a
outra da posic¸a˜o. Neste caso, a forma do feixe permanece sempre a mesma com mudanc¸as apenas
na sua amplitude e no seu sinal, caracterizando uma onda estaciona´ria.
A obtenc¸a˜o experimental dessa condic¸a˜o acima e´ realizada atrave´s de um feixe de laser refletido
sobre si mesmo, o que se constitui no que denominamos uma rede o´ptica. Estas sa˜o consideradas
como um ambiente muito interessante para a realizac¸a˜o de diversos experimentos em F´ısica por
se mostrarem como ‘cristais de luz’ livres de imperfeic¸o˜es. Ainda assim, e´ necessa´ria a introduc¸a˜o
de uma componente magne´tica para o completo aprisionamento de uma amostra atoˆmica. No
entanto, a estrutura da rede o´ptica depende ta˜o pura e simplesmente do feixe de laser [23, 24].
Ha´ ainda que se comentar sobre poss´ıveis ‘imperfeic¸o˜es’ na rede ocasionando uma quebra
de simetria translacional devida ao termo magne´tico. Uma interpretac¸a˜o poss´ıvel pode ser de-
senvolvida de maneira ana´loga a` apresentada por Andreev e Lifshitz em 1969 [25]. Neste, um
tratamento que preveˆ tais imperfeic¸o˜es e´ desenvolvido no ambiente de uma rede cristalina. Tal
trabalho tornou-se nota´vel pela e´poca de sua publicac¸a˜o, bem antes da grande ‘explosa˜o’ do po-
tencial das redes o´pticas corroborada pelos experimentos que poderiam ser desenvolvidos a partir
delas.
1.4 As transic¸o˜es de fase
Embora seja vasta a produc¸a˜o bibliogra´fica fundamentada nos fenoˆmenos de transic¸o˜es de
fases, sejam estas cla´ssicas ou quaˆnticas, e´ interessante discorrer sobre alguns pontos histo´ricos e
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te´cnicos para familiarizar o leitor com um dos problemas abordados por este texto. Um ensaio
esclarecedor sobre as transic¸o˜es de fase e que discorre sobre diversos exemplos interessantes e´
realizado na refereˆncia [26], na qual procurei embasar esta discussa˜o.
Sabemos que em F´ısica faz-se refereˆncia a uma transic¸a˜o de fase quando se observa uma mu-
danc¸a abrupta nas propriedades de um certo sistema para um conjunto bem definido de varia´veis
de estado. E como tais mudanc¸as podem ocorrer num nu´mero muito grande em concordaˆncia com
a variac¸a˜o das mais diversas varia´veis ou modelos, na˜o demorou para naturalmente surgir uma
necessidade de classificac¸a˜o dessas transic¸o˜es. A primeira tentativa neste sentido foi realizada por
Ehrenfest, que as agrupou embasado no grau de na˜o-analiticidade envolvido da energia livre [26].
Assim, as transic¸o˜es foram classificadas sob este esquema. Ou seja, as transic¸o˜es sa˜o de primeira
ordem quando envolvem uma mudanc¸a descont´ınua na densidade, que e´ a primeira derivada da
energia livre em relac¸a˜o ao potencial qu´ımico. Ja´ as transic¸o˜es de segunda ordem apresentam
uma descontinuidade na segunda derivada da energia livre. No entanto, por na˜o contemplar os
casos nos quais a derivada da energia livre diverge, que se mostra poss´ıvel apenas no limite ter-
modinaˆmico, tal elaborac¸a˜o na˜o se mostrou eficaz. Por exemplo, na transic¸a˜o ferromagne´tica
a capacidade te´rmica diverge a infinito [26]. Surgiu enta˜o uma elaborac¸a˜o moderna de classi-
ficac¸a˜o das transic¸o˜es de fase agrupando-lhes em duas grandes categorias similares ao esquema de
Ehrenfest.
A primeira classe de transic¸o˜es de fases envolve um calor latente. Durante tais transic¸o˜es um
sistema absorve ou emite uma quantidade fixa e tipicamente grande de energia. Como a energia
na˜o pode ser instantaneamente transferida entre o sistema e a sua vizinhac¸a, as transic¸o˜es de
fase de primeira ordem esta˜o associadas com regimes de ‘fase mista’ nos quais algumas partes do
sistema ja´ completaram a transic¸a˜o enquanto outras ainda na˜o. Estes sa˜o sistemas muito dif´ıceis
de serem estudados. Contudo, muitas transic¸o˜es de fase esta˜o nessa categoria, incluindo a pro´pria
condensac¸a˜o de Bose-Einstein.
A segunda classe de transic¸a˜o e´ a de fases cont´ınuas, tambe´m chamadas de transic¸o˜es de se-
gunda ordem. A esta na˜o esta´ associada um calor latente. Exemplos de transic¸o˜es desta categoria
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sa˜o as ferromagne´ticas e as superfluidas. Ha´ outras transic¸o˜es de fases infinitas costumeiramente
denominadas cont´ınuas. Dentre estas encontra-se a transic¸a˜o denominada BKT (Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless), para a qual encontramos uma manifestac¸a˜o que discutiremos no terceiro
cap´ıtulo deste texto.
Pore´m, um aspecto salutar para a discussa˜o que ora se desenvolve esta´ relacionada em func¸a˜o
de qual paraˆmetro uma transic¸a˜o de fase ocorre. Dentro desse estudo classificamos uma transic¸a˜o
como cla´ssica quando ela e´ movida pelo efeito te´rmico e portanto caracterizada por uma tem-
peratura de transic¸a˜o denominada temperatura cr´ıtica. Com esta observac¸a˜o procura-se descre-
ver o comportamento singular das grandezas f´ısicas de um sistema atrave´s de comportamentos
assinto´ticos em func¸a˜o de uma varia´vel te´rmica [27].
Para uma transic¸a˜o de fase quaˆntica, tais descric¸o˜es sa˜o caracterizadas pela variac¸a˜o de um
paraˆmetro na˜o te´rmico. Este pode ser um campo magne´tico, um potencial qu´ımico ou outro
paraˆmetro que se mostre conveniente. Disto conclui-se que tais transic¸o˜es necessariamente ocor-
rem a` temperatura efetivamente nula [27, 28]. Dentro deste contexto, ha´ a viabilidade de se
detectar uma transic¸a˜o de fase quaˆntica atrave´s de flutuac¸o˜es quaˆnticas, por exemplo, do nu´mero
total N de part´ıculas. Para isso, e´ necessa´rio que calculemos ∆N2 =< N2 > − < N >2, que na-
turalmente sera´ func¸a˜o de um paraˆmetro na˜o te´rmico que poderemos variar para determinarmos
tal transic¸a˜o. Reservamos os detalhes dessa discussa˜o para uma apresentac¸a˜o mais apurada no
terceiro cap´ıtulo deste texto.
1.5 Um recurso para computac¸a˜o quaˆntica
Observamos que a definic¸a˜o de emaranhamento esta´ embasada no tipo de estado que se utiliza
para uma medida. Dizemos que um estado puro e´ emaranhado ou na˜o local se, e somente se,
seu estado vetorial na˜o pode ser expresso como um produto de estados puros de suas partes.
Observe que a partir desta definic¸a˜o podemos equivalentemente definir quando um estado na˜o
esta´ emaranhado.
Dizemos ainda que estados mistos surgem quando uma ou ambas as partes de um estado
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inicialmente puro emaranhado interage com outros graus quaˆnticos de liberdade, resultando numa
evoluc¸a˜o na˜o unita´ria do estado puro em um outro estado.
Do conceito de emaranhamento e´ poss´ıvel, por exemplo, perceber-se as diferenc¸as acentuadas
entre as propriedades do mundo cla´ssico daquele regido pelas leis da mecaˆnica quaˆntica. Grosso
modo, dizemos que o emaranhamento e´ uma forma de medir correlac¸o˜es em sistemas quaˆnticos,
o que o torna um recurso importante cuja medida ou caracterizac¸a˜o corrobora as propriedades
pelas quais podemos distingui-los dos sistemas cla´ssicos.
Ale´m das importaˆncias citadas, a utilizac¸a˜o do emaranhamento como recurso para a imple-
mentac¸a˜o de protocolos de informac¸a˜o quaˆntica esta´ consolidada. Esta e´ evidenciada na˜o apenas
pela quantidade de publicac¸o˜es recentes que abrangem assuntos como a codificac¸a˜o superdensa e o
teleporte quaˆntico [29–31], como tambe´m por outras aplicac¸o˜es trazidas ao campo da computac¸a˜o
quaˆntica com um nu´mero crescente de exemplos nos u´ltimos anos.
Uma ana´lise mais aprofundada sobre os fundamentos da mecaˆnica quaˆntica nos mostra que o
emaranhamento esta´ embasado na propriedade de linearidade da referida teoria. Sabemos enta˜o
que um espac¸o vetorial dotado de uma me´trica e´ o ponto de partida para uma descric¸a˜o ondu-
lato´ria da natureza. Consigo, essa descric¸a˜o traz o princ´ıpio de superposic¸a˜o, grac¸as a` linearidade
garantida pelos postulados da mecaˆnica quaˆntica.
Faremos nesta tese uma descric¸a˜o dos diversos tipos de emaranhamento presentes no modelo
de Bose-Hubbard, que desenvolveremos a partir do pro´ximo cap´ıtulo e que tera´ uma continuidade
no terceiro cap´ıtulo deste texto.
Cap´ıtulo 2
A derivac¸a˜o dos modelos
A descric¸a˜o apresentada neste cap´ıtulo sobre a obtenc¸a˜o dos modelos a serem explorados
esta´ embasada em sua quase totalidade nos trabalhos seminais de F. Haldane [32] e M. Fisher
e colaboradores [33]. Juntas elas fornecem um tratamento rigoroso e bastante completo, ale´m
de desenvolverem algumas aplicac¸o˜es interessantes para a compreensa˜o dos sistemas de a´tomos
frios abordados por diversos autores na vasta literatura sobre o assunto. E, embora seja salutar a
busca de fontes complementares durante uma pesquisa, e´ sauda´vel que o leitor interessado nesses
sistemas comece explorando tais refereˆncias.
Outro trabalho relevante e que traz uma abordagem detalhada sobre o desenvolvimento e a
obtenc¸a˜o dos operadores hamiltonianos bastante utilizado neste texto foi realizado por B. Robert-
son [34]. Nele ha´ um tratamento dida´tico e introduto´rio a` ana´lise das refereˆncias [16] e [17], ambas
capitaneadas por D. Jaksch, e recheadas de aplicac¸o˜es muito interessantes aos sistemas bosoˆnicos
de a´tomos frios.
Portanto, iniciamos esta discussa˜o argumentado que uma descric¸a˜o fiel de um sistema de
a´tomos aprisionados num potencial perio´dico, como o de uma rede o´ptica, deve obviamente con-
siderar as diversas interac¸o˜es presentes entre os a´tomos e o campo de aprisionamento. Neste caso,
comec¸aremos com a derivac¸a˜o de um modelo que considere em primeira ordem as interac¸o˜es de
colisa˜o entre os a´tomos presentes em um mesmo s´ıtio da rede. Estas sa˜o conhecidas como autoco-
liso˜es. Ale´m dessas, consideramos ainda as coliso˜es entre os bo´sons localizados em s´ıtios distintos
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e a estas denominaremos coliso˜es cruzadas.
Um outro termo de relevaˆncia salutar que observamos surgir em nossos ca´lculos e´ o de ‘tunela-
mento’, comumente denominado hopping1, correspondente ao ‘salto’ de bo´sons de um s´ıtio para
outro, cont´ıguo ou na˜o. Nesse mesmo hamiltoniano verificaremos a presenc¸a de um termo cor-
respondente ao aprisionamento por um campo magne´tico responsa´vel pela quebra da simetria
translacional do que definimos por rede o´ptica, cuja considerac¸a˜o foi comentada na Sec¸a˜o 1.3.
Dentre os modelos explorados nesta tese ha´ um experimentalmente pouco fact´ıvel que con-
sidera o hopping entre quaisquer s´ıtios. Este e´ conhecido como gra´fico completamente conectado
(GCC), cuja representac¸a˜o e´ ilustrada na figura (2.1a). E, embora sejamos levados a` ideia de que
as interac¸o˜es ocorram num plano, e´ oportuno enfatizar que esse modelo recupera os resultados
obtidos atrave´s de uma teoria de campo me´dio, pois ele considera infinitas interac¸o˜es no limite
de um sistema como muitos bo´sons e s´ıtios. Este e´ um modelo que recentemente despertou o
interesse de alguns grupos de pesquisa, como pode ser verificado nas publicac¸o˜es [35–37].
Em seguida apresentaremos o modelo estendido de Bose-Hubbard, que ainda considera as co-
liso˜es cruzadas. Estas introduzem peculiaridades na dinaˆmica colisional deste sistema em virtude
da superposic¸a˜o das func¸o˜es de onda de part´ıcula u´nica responsa´vel pela descric¸a˜o matema´tica
da distribuic¸a˜o espacial dos bo´sons. Este modelo, embora sem fenomenologia consolidada, possui
um rico diagrama de fases extensamente discutido nas refereˆncias [38–42].
Apo´s essas obtenc¸o˜es faremos uma particularizac¸a˜o para o modelo de Bose-Hubbard, cujas
interac¸o˜es de colisa˜o cruzada sa˜o desprezadas, permanecendo apenas os termos de ‘tunelamento’
e de autocolisa˜o. Esses dois outros modelos esta˜o esquematizados nas figuras (2.1b-c).
E´ imprescind´ıvel ainda lembrar que o modelo mais conhecido e consagrado experimentalmente,
simplesmente denominado modelo de Hubbard, foi desenvolvido para sistemas fermioˆnicos e des-
creve com efica´cia o movimento dos ele´trons em uma rede cristalina [43]. Portanto, o trabalho
de F. Haldane [32] utilizado nos estudos de M. Fisher e colaboradores [33] e D. Jaksch e colabo-
1O termo hopping na˜o possui uma traduc¸a˜o consolidada pela comunidade cient´ıfica brasileira. Portanto, quando
necessa´rio, vou utiliza´-lo ou ta˜o somente farei refereˆncia como a` transfereˆncia ou ‘tunelamento’, embora este tambe´m
na˜o possua registro no Vocabula´rio Ortogra´fico da L´ıngua Portuguesa.
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(a) (b) (c)
Figura 2.1: (a) GCC, (b) EBHM e (c) BHM. Nas treˆs figuras as setas claras representam o ‘tunelamento’ (hopping)
e as bolas representam a autocolisa˜o. Em (b) as setas escuras representam a colisa˜o cruzada.
radores [16, 17], constitui-se numa adaptac¸a˜o do modelo fermioˆnico para bo´sons com spin nulo,
denominado modelo de Bose-Hubbard. Este tambe´m apresenta uma vasta gama fenomenolo´gica
que recentemente veio a` luz do conhecimento humano. Tais resultados reveladores de fenoˆmenos
f´ısicos ricos e de nota´vel beleza sera˜o oportunamente comentados neste texto.
2.1 O operador hamiltoniano
O ponto de partida para a derivac¸a˜o do hamiltoniano de cada um dos modelos que pretendemos
explorar e´ a considerac¸a˜o do operador consagrado na literatura que fielmente descreve um sistema
de muitos corpos
H =
∫
d3rψ†(r)
(−~2
2m
∇2 + V1(r) + VT (r)
)
ψ(r) +
1
2
∫
d3rd3r′ψ†(r)ψ†(r′)V2(r, r′)ψ(r′)ψ(r),
(2.1)
e que, portanto, faremos uso para a dinaˆmica dos bo´sons localizados em um potencial confinador
usualmente harmoˆnico denotado por V1(r), que no nosso problema de interesse representa o
potencial da rede o´ptica. Observe que ψ(r) e´ um operador bosoˆnico de campo para a´tomos
em um determinado estado atoˆmico interno e VT (r) descreve o potencial adicional confinante,
que geralmente e´ proveniente de um campo magne´tico. A introduc¸a˜o deste causa uma assimetria
no problema, invalidando a afirmac¸a˜o sobre as redes o´pticas serem ‘cristais perfeitos de luz’. De
fato, vimos no Cap´ıtulo 1 que o potencial perio´dico formado por elas trazem a possibilidade de
va´rios estudos e simulac¸o˜es em f´ısica da mate´ria condensada. De qualquer forma, desenvolveremos
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Figura 2.2: Representac¸a˜o unidimensional idealizada de uma rede o´ptica (a) com presenc¸a do campo magne´tico
combinado com o potencial da rede e, ainda, (b) a considerac¸a˜o da invariaˆncia translacional sem o campo magne´tico.
nossos ca´lculos considerando essa tal invariaˆncia translacional para o problema. Uma abordagem
que envolva o termo VT (r) so´ e´ poss´ıvel com a utilizac¸a˜o de outras te´cnicas mais sofisticadas. Mas,
essa aproximac¸a˜o na˜o causa grandes consequeˆncias para as nossas ana´lises, pois, em sua maioria,
os campos utilizados em experimento de condensac¸a˜o de Bose-Einstein sa˜o muito pequenos e,
portanto, a deformac¸a˜o que causam no potencial da rede o´ptica e´ pequena. Uma ideia da influeˆncia
da adic¸a˜o do termo correspondente ao campo magne´tico e´ mostrada na figura 2.2.
Nesse mesmo operador ainda observamos a presenc¸a do termo V2(r), que descreve o potencial
de interac¸a˜o entre os bo´sons que se encontram no mesmo s´ıtio. Este e´ aproximado por um
potencial de contato2
V2(r, r′) =
4pi~2as
m
δ(r− r′), (2.2)
no qual as representa o comprimento de espalhamento de onda s, m a massa dos a´tomos e δ(r−r′)
e´ a func¸a˜o delta de Dirac.
Lembramos que e´ preciso escrevermos o operador (2.1) em segunda quantizac¸a˜o. A expansa˜o
dos operadores de campo ψ(r) depende da escolha de uma base de func¸o˜es, que e´ conveniente-
mente escolhida como um conjunto completo ortonormal de func¸o˜es de onda de part´ıcula u´nica.
Denotaremos tal base por {uk(r)} e, de acordo com essa escolha, as func¸o˜es de onda obedecem a`
2Nos livros-textos dos cursos fundamentais em F´ısica tal potencial e´ ainda referido como de esfera dura ou mesmo
infinito.
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relac¸a˜o de ortogonalidade ∑
k
uk(r)u∗k(r
′) = δ(r − r′). (2.3)
Nesta representac¸a˜o escreveremos o operador de destruic¸a˜o bosoˆnico ψ(r) como
ψ(r) =
∑
k
aˆkuk(r) (2.4)
e similarmente o seu adjunto denominado operador de criac¸a˜o bosoˆnico
ψ†(r) =
∑
k
aˆ†ku
∗
k(r), (2.5)
nas quais os operadores aˆ e aˆ† sa˜o respectivamente escritos como
aˆk =
∫
uk(r)ψ(r)d3r (2.6)
e
aˆ†k =
∫
u∗k(r)ψ
†(r)d3r. (2.7)
Os operadores (2.6) e (2.7) satisfazem a relac¸a˜o usual de comutac¸a˜o bosoˆnica.
Fazemos ainda as considerac¸o˜es dos autoestados de energia como func¸o˜es de Bloch. Sabemos
que uma superposic¸a˜o apropriada destes estados fornece um conjunto de func¸o˜es de Wannier que
esta˜o bem localizadas no s´ıtios da rede [44, 45]. Ale´m disso, este desenvolvimento atenta para
o pequeno valor da energia do estado fundamental quando comparada a` energia de excitac¸a˜o
para as bandas superiores. Portanto, expandimos os operadores de campo na base de func¸o˜es de
Wannier e tomamos somente os termos do mais baixo estado vibracional. Dessa forma, separamos
os termos do hamiltoniano em treˆs modalidades na forma
H = Hc +Ht +Hs, (2.8)
com Hc correspondendo a` parte cine´tica, Ht ao aprisionamento e Hs ao termo colisional.
Essa separac¸a˜o nos ajuda a realizar uma ana´lise apurada de cada termo. Isto nos revela a
manifestac¸a˜o das interac¸o˜es envolvidas na dinaˆmica do problema para finalmente escrevermos
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tal operador apropriada e convenientemente em segunda quantizac¸a˜o. Vamos conduzir esse de-
senvolvimento a partir de agora que, mesmo com alguns detalhes matema´ticos, ainda assim se
mostrara´ em linhas gerais de uma visa˜o interessante. Inicialmente consideramos um potencial de
poc¸o duplo sime´trico e em seguida argumentamos a extensa˜o para o potencial de uma rede o´ptica.
Assim, comecemos pela parcela Hc na equac¸a˜o (2.8), que se escreve como
Hc =
∫
d3r1
∫
d3r2ψˆ
†(r1)
(−~2
2m
∇2
)
ψˆ†(r2)δ(r1 − r2), (2.9)
que, com a utilizac¸a˜o da relac¸a˜o (2.3), escreve-se
Hc =
∑
k
∫
d3r1
∫
d3r2ψˆ
†(r1)
(−~2
2m
∇2
)
ψˆ†(r2)uk(r1)u∗k(r2), (2.10)
para finalmente tomar a forma
Hc =
∑
k
∫
d3r1ψˆ
†(r1)uk(r1)
(−~2
2m
∇2
)∫
d3r2ψˆ(r2)u∗k(r2), (2.11)
que se expressa convenientemente por
Hc = E
2∑
k=1
aˆ†kaˆk, (2.12)
ou ainda explicitamente referindo-se aos dois modos do potencial
Hc = E
(
aˆ†aˆ+ bˆ†bˆ
)
. (2.13)
Para o termo Ht procedemos de maneira ana´loga. Neste encontramos
Ht =
∫
d3rψˆ†(r)V1(r)ψˆ(r), (2.14)
que se reescreve como
Ht =
∫
d3r1
∫
d3r2ψˆ
†(r1)V1(r2)ψˆ(r2)δ(r1 − r2) (2.15)
para tomar a forma
Ht =
∑
k,`
∫
d3r1ψˆ
†(r1)uk(r1)
∫
d3r2V1(r2)u∗k(r2)
∫
d3r3ψˆ(r3)u`(r2)u∗` (r3), (2.16)
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expressa ainda por
Ht =
∑
k,`
a†ka`
∫
d3r2u
∗
k(r2)V1(r2)u`(r2), (2.17)
que fica explicitamente escrita como
Ht =
(
aˆ†aˆ+ bˆ†bˆ
)
〈V 〉aa,bb +
(
bˆ†aˆ+ aˆ†bˆ
)
〈V 〉ab,ba , (2.18)
na qual definimos
〈V 〉aa,bb =
∫
d3ru∗i (r)V (r)ui(r) (2.19)
e
〈V 〉ab,ba =
∫
d3ru∗i (r)V (r)uj(r). (2.20)
Procedendo de maneira ana´loga encontramos para a terceira parcela, Hs, a forma
Hs =
∑
k,`,m,n
a†ka
†
`aman
∫
d3ru∗k(r)u
∗
` (r)um(r)un(r), (2.21)
que apo´s um desenvolvimento alge´brico laborioso nos fornece
Hs = U02~
{
~
[(
aˆ†
)2
(aˆ)2 +
(
bˆ†
)2 (
bˆ
)2](∫
d3r|ui|4 −
∫
d3ru∗iuju
∗
iuj
)
+
+2~
(
aˆ†Nbˆ+ bˆ†Naˆ
)∫
d3ru∗iu
∗
juiuj +
+~
[
N(N − 2I) +
(
aˆ†bˆ+ bˆ†aˆ
)2] ∫
d3u∗iuju
∗
iuj
}
, (2.22)
que se reescreve na forma
Hs = (κ− η)~
[(
aˆ†
)2
(aˆ)2 +
(
bˆ†
)2 (
bˆ
)2]
+
+2Λ~
(
aˆ†Nbˆ+ bˆ†Naˆ
)
+ η~N(N − 2I) + η~
(
aˆ†bˆ+ bˆ†aˆ
)2
. (2.23)
As considerac¸o˜es para tal potencial de poc¸o duplo nos levam ao hamiltoniano
H = ~ [2Λ (N − I) + Ω]
(
aˆ†bˆ+ bˆ†aˆ
)
+ ~η
(
aˆ†bˆ+ bˆ†aˆ
)2
+
+~ (κ− η)
[
(aˆ†)2(aˆ)2 + (bˆ†)2(bˆ)2
]
+ ~ηN (N − 2) , (2.24)
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para o qual definimos κ = U0/(2~Veff ) como o paraˆmetro de autocolisa˜o. Os paraˆmetros η =
(U0/2~)
∫
d3ru∗iuju
∗
iuj e Λ = (U0/2~)
∫
d3ru∗iuju
∗
iui representam os termos de coliso˜es cruzadas
e V −1eff =
∫
d3r |ui|4 corresponde ao volume efetivo de cada um dos modos em considerac¸a˜o. Em
tais definic¸o˜es utilizamos U0 = 4pi}2as/m e durante todo o ca´lculo assumimos que o nu´mero total
de part´ıculas e´ uma quantidade conservada. O termo N(N−2I), que se constitui numa constante
de movimento, e´ denominado invariante de Casimir.
Analogamente podemos pensar num problema de uma rede o´ptica na qual temos ` s´ıtios.
Fazendo um tratamento com as mesmas considerac¸o˜es do potencial de poc¸o duplo sime´trico en-
contramos o hamiltoniano
H =
∑
`
(κ− η)N` (N` − I) +
∑
`
{
[2Λ (N` − I) + Ω]
(
aˆ†`aˆ`+1 + h.c.
)}
+
+2
∑
`
ηN`N`+1 +
∑
`
η
(
aˆ†`aˆ
†
`aˆ`+1aˆ`+1 + aˆ
†
`+1aˆ
†
`+1aˆ`aˆ` +N` +N`+1.
)
(2.25)
Faremos enta˜o a particularizac¸a˜o dos treˆs modelos mais abordados na literatura e que estu-
daremos nesta tese partindo dessa que e´ a forma mais geral do operador hamiltoniano.
Observe o leitor que podemos perfeitamente obter o operador (2.24) a partir de (2.25) simples-
mente tomando o caso particular de dois modos para a rede, o que nos proporciona um potencial
sime´trico de poc¸o duplo.
2.2 O modelo de gra´ficos completamente conectados
Dentre os modelos apresentados nesta tese este e´ o u´nico que faz a considerac¸a˜o do ‘tunela-
mento’ entre quaisquer s´ıtios da rede. No entanto, na˜o consideramos as coliso˜es cruzadas, ou seja,
os termos η e Λ sa˜o nulos. A taxa de autocolisa˜o continua sendo considerada e aqui represen-
tadas por κ. Portanto, o leitor deve observar que embora este modelo ‘recupere’ um termo de
‘tunelamento’ completo durante a sua derivac¸a˜o, ainda sim ele e´ desenvolvido sem a abordagem
de uma extensa˜o espacial das func¸o˜es de onda que permitam a considerac¸a˜o dos termos de co-
lisa˜o cruzada. Este modelo encontra uma abordagem motivante na literatura no trabalho de G.
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Mazzarela e colaboradores [46], que traz uma discussa˜o bastante interessante, dentre outras, das
fases quaˆnticas que se manifestam nele.
A representac¸a˜o do operador hamiltoniano nesta configurac¸a˜o fica escrita como
H = κ
∑
i
Ni (Ni − I)− Ω
∑
〈i,j〉
(
aˆ†i aˆj + aˆ
†
j aˆi
)
, (2.26)
na qual os paraˆmetros Ω e κ permanecem com as definic¸o˜es anteriores e novamente o termo µ
na˜o e´ considerado por tratarmos o problema no ensemble microcanoˆnico. Esta e´ uma asserc¸a˜o
reforc¸ada pela conservac¸a˜o assumida durante a construc¸a˜o do modelo sobre o nu´mero de bo´sons.
No Cap´ıtulo 3 discutiremos a relac¸a˜o entre a evoluc¸a˜o do emaranhamento multipartido e do
bipartido com a transic¸a˜o de fase quaˆntica entre as fases isolante de Mott (IM) e superfluida (SF)
que ocorre tanto neste modelo como no modelo de Bose-Hubbard, que discutiremos nas pro´ximas
sec¸o˜es.
2.3 O modelo estendido de Bose-Hubbard
Embora muitos resultados experimentais tenham sido obtidos no estudo de transic¸a˜o quaˆntica
de fases de sistemas hamiltonianos fortemente correlacionados, ha´ uma nota´vel limitac¸a˜o nesses
modelos [47]. A maioria deles, como o tratamento para a´tomos frios em redes o´pticas, e´ essencial-
mente tratada como sistemas nos quais apenas as interac¸o˜es entre a´tomos localizados do mesmo
s´ıtio sa˜o levadas em considerac¸a˜o, isto e´, desprezam-se as interac¸o˜es entre a´tomos de s´ıtios vizi-
nhos.
Observou-se recentemente uma grande relevaˆncia na considerac¸a˜o de tais termos [48]. De-
monstrou-se em uma formulac¸a˜o quaˆntica exata que os termos de colisa˜o cruzada entre a´tomos
aprisionados em um poc¸o duplo de potencial podem aumentar significativamente a taxa de ‘tunela-
mento’ para uma configurac¸a˜o especial de aprisionamento levando a um regime efetivo de Rabi
de oscilac¸a˜o de populac¸a˜o entre os poc¸os.
Uma considerac¸a˜o ana´loga e estendida para va´rios s´ıtios de uma rede o´ptica nos leva ao modelo
mais completo neste aspecto. Este possui um diagrama de fases bastante rico como proposto por
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Scarola e Das Sarma [38,39] e tambe´m por Pai [40] e e´ expresso pelo hamiltoniano obtido a partir
do operador (2.25)
H =
∑
`
(κ` − η`,`+1)N` (N` − I) +
∑
`
{
[2Λ`,`+1 (N` − I) + Ω`,`+1]
(
aˆ†`aˆ`+1 + h.c.
)}
+
+2
∑
`
η`,`+1N`N`+1 +
∑
`
η`,`+1
(
aˆ†`aˆ
†
`aˆ`+1aˆ`+1 + aˆ
†
`+1aˆ
†
`+1aˆ`aˆ` +N` +N`+1
)
. (2.27)
Este, que considera os termos de interac¸a˜o entre bo´sons localizados em s´ıtios vizinhos3, ale´m
do tunelamento entre s´ıtios vizinhos, e´ amplamente conhecido na literatura como hamiltoniano
estendido de Bose-Hubbard. O estudo deste modelo tem levado a discusso˜es interessantes no
campo de transic¸o˜es de fases quaˆnticas [38–41] propondo a existeˆncia de duas novas fases denomi-
nadas ondas de densidade e superso´lida, ale´m das fases isolante de Mott e superfluida previstas
pelo modelo de Bose-Hubbard e comprovadas em experimentos recentes [47]. Estas novas fases
apresentam propriedades tanto cristalinas como superfluidas.
A previsa˜o dessas novas fases e´ obtida atrave´s de um tratamento teo´rico no qual se considera
um regime de baixas densidades. Isto equivale a desprezar a influeˆncia dos termos de dupla
ocupac¸a˜o,
(
aˆ†`aˆ
†
`aˆ`+1aˆ`+1+ aˆ
†
`+1aˆ
†
`+1aˆ`aˆ`
)
≈ 0, e considerar apenas o termo mais significativo para
o problema 2
∑
` η`,`+1N`N`+1. Esse termo adicional leva a` fase denominada ondas de densidade
que e´ caracterizada por uma densidade semi-inteira na ocupac¸a˜o dos s´ıtios da rede.
Como consequeˆncia direta das dimenso˜es envolvidas na soluc¸a˜o do problema, pode surgir uma
terceira fase denominada superso´lida. Embora esta ainda seja um motivo de intensos debates
entre os experimentalistas [42], os modelos teo´ricos sugerem que ao se considerar duas ou mais
dimenso˜es ela se manifeste como uma fase intermedia´ria na transic¸a˜o entre as fases superfluida e
ondas de densidade. Em modelos bosoˆnicos unidimensionais na˜o ha´ a evideˆncia de previsa˜o dessa
fase [38–41].
3conhecidos tambe´m como termos de interac¸a˜o off site.
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2.4 O modelo de Bose-Hubbard
De acordo com os comenta´rios no in´ıcio deste Cap´ıtulo, a primeira descric¸a˜o eficaz para
o modelo bosoˆnico foi desenvolvida por M. Fisher e colaboradores [33] no trabalho em que se
desenvolve um estudo teo´rico seguido de uma elegante aplicac¸a˜o para um meio poroso constitu´ıdo
por Vycor4.
A principal diferenc¸a deste modelo para os demais aqui comentados reside na simplicidade em
considerarmos o termo de ‘tunelamento’ apenas entre s´ıtios vizinhos, o que tambe´m e´ verdade
para o modelo estendido, e de coliso˜es entre bo´sons localizados no mesmo s´ıtio, o que se representa
pelo operador
H = κ
∑
`
N` (N` − I)− Ω
∑
`
(
aˆ†`aˆ`+1 + h.c.
)
(2.28)
Uma representac¸a˜o dos termos do operador dado pela equac¸a˜o (2.28) e´ apresentada na figura (2.3)
Va´rios experimentos abrangendo segmentos relacionados aos pontos quaˆnticos, fenoˆmenos de
transic¸a˜o de fases quaˆnticas e observac¸o˜es fenomenolo´gicas em ilhas supercondutoras como junc¸o˜es
de Josephson, foram apresentados e eficazmente explicados pelo modelo ora apresentado. No
entanto, talvez o maior sucesso e a consequente grande divulgac¸a˜o deste aconteceu apo´s os expe-
rimentos realizados por Greiner e colaboradores [47]. Nesse trabalho e´ conduzida uma minuciosa
e elegante demonstrac¸a˜o sobre a transic¸a˜o de fase quaˆntica entre as superfluida e isolante de Mott
numa rede o´ptica tridimensional. Tal transic¸a˜o, prevista para ocorrer no valor κ/Ω = 5, 6z, na qual
z refere-se ao nu´mero de primeiros vizinhos, e´ observada para o valor aproximado de κ/Ω ≈ 36,
mostrando uma excelente concordaˆncia com o valor teo´rico proposto. No desenvolvimento desse
trabalho, os paraˆmetros de autocolisa˜o e de ‘tunelamento’ foram controlados pela intensidade do
conjunto de lasers que formaram a rede o´ptica.
Seguiram-se enta˜o outros trabalhos de cunho experimentais em arranjos uni, bi e tridimen-
sionais mostrando transic¸o˜es de fases para ambos, todos trazendo a` tona a relevaˆncia para a com-
4Vycor e´ um vidro com alta resisteˆncia a choques te´rmicos e mecaˆnicos desenvolvido pela empresa Corning
Incoporated. Esse material e´ composto por 96% de s´ılica, mas ao contra´rio da tal, ele pode ser facilmente ma-
nipulado em uma grande variedade de formas mostrando uma excelente versatilidade para aplicac¸o˜es industriais e
tecnolo´gicas.
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Figura 2.3: Representac¸a˜o esquema´tica do modelo de Bose-Hubbard mostrando qualitivativamente o que ocorre
com cada parte descrita pelo hamiltoniano 2.28 que identificam como ‘tunelamento’ Ω(J) e autocolisa˜o κ(U) quando
ha´ uma ocupac¸a˜o maior ou menor dos s´ıtios da rede. O termo V de colisa˜o cruzada na˜o ocorre para tal modelo.
preensa˜o de tais sistemas com uma quantidade de informac¸o˜es f´ısicas ta˜o ricamente interessantes e
explicadas pelo modelo. Dentre esses, destacam-se Sto¨ferle e colaboradores [49] e tambe´m de Hadz-
ibzbic e colaboradores [50], que sa˜o experimentos ana´logos aos desenvolvidos na refereˆncia [47],
pore´m, respectivamente, para uma e duas dimenso˜es e com uma nota´vel importaˆncia corroborada
pela quantidade de citac¸o˜es realizada pela comunidade cient´ıfica internacional. Dentre outros
trabalhos sa˜o nota´veis ainda os experimentos e as descric¸o˜es de M. Albiez e colaboradores [51],
que comentaremos brevemente no Cap´ıtulo 4. Como complemento destas, tambe´m se mostram
interessantes as leituras das refereˆncias [52–54].
Cap´ıtulo 3
A evoluc¸a˜o do emaranhamento na
transic¸a˜o de fase
Diversos ensaios sobre o conceito e a importaˆncia do emaranhamento sa˜o abordados por uma
ampla bibliografia especializada. Portanto, na˜o pretendemos desenvolver um profundo apanhado
histo´rico tampouco realizar uma abordagem que se mostre repetitiva sobre o tema. Nossa intenc¸a˜o
e´ apenas apresentar argumentos que justifiquem o ca´lculo de duas das suas modalidades do nosso
interesse.
Uma breve pesquisa sobre a quantificac¸a˜o do emaranhamento revela um vasto nu´mero de
propostas relacionadas a` sua medida [55–58]. Portanto, para uma compreensa˜o diferenciada e
muito ale´m do breve comenta´rio que apresentamos na Sec¸a˜o 1.5 deste texto, indicamos como obras
fundamentais os trabalhos de Nielsen e Chuang [59], da famı´lia Horodecki [60] e de Amico [61].
Para um eloquente e diferenciado tratamento em l´ıngua portuguesa sa˜o indispensa´veis as leituras
das obras do professor A. F. R. de Toledo Piza [62] e da tese de doutoramento de G. G. Rigolin [30].
Neste texto nos ocuparemos dos ca´lculos de duas modalidades de emaranhamento, a saber, a
primeira denominada emaranhamento multipartido, que faremos atrave´s do ca´lculo da entropia
linear reduzida a um s´ıtio; e o emaranhamento bipartido, que realizaremos atrave´s do ca´lculo da
negatividade. Para tanto, vamos primeiramente apresentar e comentar tais definic¸o˜es.
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3.1 A entropia linear
A entropia linear reduzida a um s´ıtio e´ uma medida de todos os tipos de emaranhamento pre-
sente num determinado sistema. A partir dela podemos inferir a existeˆncia de outras modalidades
quanto a`s partic¸o˜es de um sistema. Sua definic¸a˜o e´ proveniente da entropia de von Neumann,
matema´tico hu´ngaro, que propoˆs como quantificac¸a˜o para um dado estado quaˆntico ρ a func¸a˜o
S = −Tr (ρ · logρ) , (3.1)
com a func¸a˜o logar´ıtmica tomada na base 2.
De maneira operacional podemos linearizar tal expressa˜o para um estado gene´rico normalizado
|ψij...n〉 definindo o operador densidade
ρij...n = |ψij...n〉 〈ψij...n| , (3.2)
com o intuito de efetuarmos a operac¸a˜o de trac¸o parcial em todos os N − 1 s´ıtios da rede. Neste
caso, resta a grandeza ρi relativa ao s´ıtio i e representada por
ρi = Trj...nρij...n. (3.3)
Em particular, a operac¸a˜o de trac¸o parcial e´ realizada com a finalidade de se determinar o
emaranhamento de um s´ıtio com todos os outros da rede, ou seja, esta e´ uma medida de todas
as formas de emaranhamento presentes num sistema, o que justifica a denominac¸a˜o multipartido.
Para um sistema bipartido, por exemplo, escrevemos simplesmente
ρA = TrBρAB. (3.4)
Verificaremos que em alguns casos aplicados aos modelos desenvolvidos no Cap´ıtulo 2 e´ indiferente
calcularmos ρA ou ρB. Tal propriedade sera´ encontrada para o problema N = M = 2 ou 3.
Observaremos tambe´m o primeiro dos resultados diferentes que surgira´ para N = M = 4 e pelo
fato do sistema global ser puro. Assim, definimos a entropia linear reduzida a um s´ıtio por
S =
d
d− 1
(
1− Trρi2
)
, (3.5)
na qual d representa a dimensa˜o do espac¸o de Hilbert do sistema [59,63].
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3.2 A negatividade
Como discutimos nesta tese o conceito de negatividade como recurso para a medida de ema-
ranhamento, e´ va´lida uma abordagem adicional como consolidac¸a˜o desta. Portanto, dizemos que
para um dado estado gene´rico ρ que descreve um sistema bipartido definido num espac¸o de Hilbert
HA ⊗ HB compartilhado por duas partes, aqui representados simplesmente por A e B, dizemos
que ρTA representa a transposic¸a˜o parcial de ρ em relac¸a˜o ao subsistema A, que e´ um operador
hermitiano cujos elementos de matriz sa˜o
〈iA, jB| ρTA |kA, lB〉 ≡ 〈kA, jB| ρ |iA, lB〉 (3.6)
para uma base de produtos fixa |iA, jB〉 ≡ |i〉A ⊗ |j〉B ⊂ HA ⊗HB [57].
Definimos ainda a operac¸a˜o de trac¸o-norma de qualquer operador hermitiano A como ‖A‖ ≡
tr
√
A†A, que e´ igual a` soma dos valores absolutos dos autovalores de A. Como para uma matriz
densidade todos os autovalores sa˜o positivos, observamos que ‖ρ‖ = trρ = 1. A transposic¸a˜o
parcial ρTA tambe´m satisfaz a relac¸a˜o tr
[
ρTA
]
= 1, mas uma vez que esta nova matriz pode ter
autovalores negativos µi < 0 sua trac¸o-norma escreve-se, em geral, como∥∥ρTA∥∥ = 1 + 2 ∣∣∣∣∣∑
i
µi
∣∣∣∣∣ ≡ 1 + 2N (ρ). (3.7)
Desta forma, a negatividade N (ρ) − a soma |∑i µi| dos autovalores negativos µi de ρTA −
mede qua˜o ρTA afasta-se de ser uma grandeza positiva definida [57]. Isto relaciona o conceito de
negatividade com a quantidade trac¸o-norma da transposic¸a˜o parcial ρTA atrave´s de
N (ρ) ≡
∥∥ρTA∥∥− 1
2
, (3.8)
que corresponde ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de ρTA . Deve-se ainda citar
que, para estados na˜o emaranhados, o valor de N (ρ) dado pela equac¸a˜o (3.8) torna-se nulo. Isto
e´ uma consequeˆncia da linearidade observada para tais estados, uma vez que neste contexto os
estados na˜o apresentam correlac¸o˜es quaˆnticas. A ana´lise quantitativa desenvolvida nesta tese para
a negatividade e´ interpretada como uma medida do emaranhamento bipartido entre os modos de
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uma rede o´ptica e, embora o desenvolvimento do ca´lculo da entropia linear reduzida a um s´ıtio
seja tambe´m uma medida de emaranhamento, estas na˜o sa˜o equivalentes.
3.3 Uma abordagem perturbativa
A maneira mais simples de investigarmos a evoluc¸a˜o do emaranhamento na transic¸a˜o entre
as fases quaˆnticas isolante de Mott e superfluida e´ atrave´s do desenvolvimento de um tratamento
perturbativo. Assim, podemos determinar o estado do sistema puro assumindo como estado inicial
o correspondente a` fase isolante de Mott proveniente da equac¸a˜o (A-3).
Portanto, propomos uma teoria perturbativa de Rayleigh-Schro¨dinger na qual consideramos
um sistema simples com o nu´mero de a´tomos (N) igual ao nu´mero de s´ıtios (M). Nesses ca´lculos
sempre consideramos o estado inicial como um isolante de Mott com fator de preenchimento dos
s´ıtios da rede iguais a ν = N/M = 1, representado por |1〉 = |111 · · · 1〉.
Assumimos como o operador na˜o perturbado H0 = κ
∑
iNi (Ni − I) e tomamos o termo de
tunelamento W = λ∑<i,j> (aˆ†i aˆj + aˆ†j aˆi) como a parte perturbativa. Nesta definimos λ = Ω/κ
como o paraˆmetro perturbativo. E, como neste caso estamos lidando com o ensemble micro-
canoˆnico, o potencial qu´ımico µ na˜o e´ considerado. Isto e´ corroborado por considerarmos a
conservac¸a˜o do nu´mero total de part´ıculas.
Nossos ca´lculos contemplam as duas modalidades diferentes de emaranhamento apresentadas
nas sec¸o˜es (3.1) e (3.2). Assim, comparamos os resultados obtidos para a entropia linear reduzida
a um s´ıtio com aqueles provenientes dos ca´lculos sobre a negatividade, que se constitui numa
forma de quantificarmos emaranhamento bipartido.
Como conhecemos o comportamento da mudanc¸a de propriedades do estado fundamental de
um determinado sistema em func¸a˜o do emaranhamento [63–67], mostramos dentro de uma ana´lise
quantitativa a transic¸a˜o para o 1D-BH. Estendemos enta˜o tal racioc´ınio para o modelo 1D-GCC e
conclu´ımos que, embora na˜o seja poss´ıvel determinarmos com efica´cia o ponto da transic¸a˜o entre
as fases, ainda assim a distinc¸a˜o entre elas e´ perfeitamente observada atrave´s do comportamento
de ambas as modalidades de emaranhamento em func¸a˜o do paraˆmetro perturbativo λ.
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A obtenc¸a˜o dos nossos resultados e´ toda anal´ıtica e pode perfeitamente ser comparada com
os resultados nume´ricos encontrados por Buonsante e Zanardi [35,36]. Ale´m disso, obtemos para
a configurac¸a˜o GCC uma relac¸a˜o combinatorial para a entropia linear reduzida a um s´ıtio, com a
qual investigamos alguns aspectos da transic¸a˜o na Sec¸a˜o 3.6.
3.4 Alguns resultados
Quando utilizamos a entropia linear reduzida a um s´ıtio na sua situac¸a˜o mais simples e imediata
para uma rede o´ptica (N = M = 2), que corresponde ao potencial de um poc¸o duplo sime´trico,
estamos na verdade fazendo uma medida do emaranhamento multipartido desse sistema. De
maneira ana´loga, a definic¸a˜o dada pela equac¸a˜o (3.8) e´ usada para se calcular o emaranhamento
bipartido. Neste caso, escrevemos o hamiltoniano como
H2 = κ [N1 (N1 − 1) +N2 (N2 − 1)]− Ω
(
aˆ†2aˆ1 + aˆ
†
1aˆ2
)
, (3.9)
na qual tomamos W = −Ω
(
a1a
†
2 + h.c.
)
como a perturbac¸a˜o para ambos os modelos, BHM e
GCC.
Nessa primeira situac¸a˜o na˜o ha´ muitas observac¸o˜es a serem feitas em relac¸a˜o aos ca´lculos para
a transposic¸a˜o parcial. Apenas calculamos ρ12 diretamente para em seguida aplicarmos a equac¸a˜o
(3.8).
A correc¸a˜o em primeira ordem para o estado com λ = Ω/κ nos mostra que este se escreve
como
|Ψ〉 = |11〉+
√
2λ (|02〉+ |20〉)√
1 + 4λ2
, (3.10)
que e´ enta˜o utilizado para a determinac¸a˜o do operador densidade ρ12 atrave´s da equac¸a˜o (3.2),
para o qual encontramos
ρ12 =
1
1 + 4λ2
[|11〉 〈11|+ (|02〉 〈02|+ |20〉 〈20|+ |02〉 〈20|+ |20〉 〈02|) +
+λ
√
2 (|11〉 〈02|+ |11〉 〈20|+ |20〉 〈11|+ |02〉 〈11|)]. (3.11)
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Figura 3.1: Gra´fico mostrando a entropia linear reduzida a um s´ıtio (curva azul) e a negatividade (curva vermelha)
para N = M = 2.
A operac¸a˜o de trac¸o parcial nos mostra que a entropia linear reduzida a um s´ıtio calculada
atrave´s da equac¸a˜o (3.5) fica explicitamente expressa por
S =
3
2
[
1− 1 + 8λ
4
(1 + 4λ2)2
]
. (3.12)
No comportamento desta, curva azul, observamos um aumento do emaranhamento em func¸a˜o
do paraˆmetro perturbativo. Observamos ainda que, por se encontrar na fase isolante de Mott,
para λ = 0 a equac¸a˜o (3.12) nos retorna o valor S = 0 para tal configurac¸a˜o.
Interpretamos o crescimento do emaranhamento como uma indicac¸a˜o de que quanto mais o
estado se encontra na fase superfluida, maior e´ o emaranhamento entre os modos da rede. A
mesma ana´lise e´ realizada para a interpretac¸a˜o do emaranhamento bipartido (curva vermelha).
Ha´ um crescimento deste em relac¸a˜o a` mudanc¸a entre as fases. Conforme mencionado no final
da Sec¸a˜o (3.2), na˜o ha´ obrigatoriedade dessas medidas coincidirem. No entanto, ainda e´ poss´ıvel
compararmos as duas. Neste caso, como todo o emaranhamento presente no sistema e´ apenas
entre os dois modos, podemos verificar a boa concordaˆncia deste com o multipartido (curva azul).
Outra situac¸a˜o poss´ıvel se da´ quando N = M = 3. Novamente neste caso na˜o ha´ distinc¸a˜o
entre os modelos BHM e GCC, como podemos observar no termo de tunelamento no hamiltoniano
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Figura 3.2: (a) Entropia linear reduzida a um s´ıtio e (b) suas correspondentes derivadas como func¸a˜o do paraˆmetro
λ para N = M = 2 (curva vermelha) e 3 (curva azul) para as configurac¸o˜es 1D-BH e GCC, respectivamente.
abaixo
H = κ [N1 (N1 − I) +N2 (N2 − I) +N3 (N3 − I)] + Ω
(
aˆ†2aˆ1 + aˆ
†
2aˆ3 + aˆ
†
1aˆ3 + h.c.
)
. (3.13)
Observamos que como todos os s´ıtios sa˜o vizinhos entre si, basta realizarmos o ca´lculo pra
ρ12, pois ele e´ igual a ρ13 que, por sua vez tambe´m e´ igual a ρ23 e isto e´ consequeˆncia da condic¸a˜o
perio´dica de contorno. Novamente observamos um crescimento dos dois tipos de emaranhamento
em func¸a˜o do paraˆmetro perturbativo, de acordo com a linha vermelha da figura (3.2-a). Como
nesta situac¸a˜o na˜o ha´ diferenc¸a entre as curvas, deixemos para mostra´-las explicitamente em
outras configurac¸o˜es.
Seguindo o racioc´ınio, descrevemos a primeira situac¸a˜o em que os modelos BHM e GCC
na˜o mais coincidem. Isto ocorre para N = M = 4. Neste caso temos a mesma expressa˜o na˜o
perturbada para o hamiltoniano. No entanto, as partes perturbativas ficam escritas como
WBHM = −Ω
(
aˆ†2aˆ1 + aˆ
†
2aˆ3 + aˆ
†
3aˆ4 + aˆ
†
1aˆ4 + h.c.
)
(3.14)
para o BHM e
WGCC = −Ω
(
aˆ†4aˆ1 + aˆ
†
4aˆ2 + aˆ
†
4aˆ3 + aˆ
†
3aˆ1 + aˆ
†
3aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1 + h.c.
)
(3.15)
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N = 10, N = 50, N = 100, N = 1000
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Figura 3.3: (c) Entropia linear reduzida a um s´ıtio e (d) suas respectivas derivadas como func¸a˜o do paraˆmetro
λ para as situac¸o˜es N = M = 4 nas configurac¸o˜es 1D-BH (linha vermelha) e GCC (linha azul). (e) Entropia
linear reduzida a um s´ıtio e (f) suas correspondentes derivadas como func¸a˜o do paraˆmetro λ para N = M = 10
(curva verde), 50 (curva vermelha), 100 (curva azul) and 1000 (curva preta) calculadas em primeira ordem para a
configurac¸a˜o 1D-BH.
3.4. ALGUNS RESULTADOS 37
para o GCC.
Numa forma de esclarecer a diferenc¸a da evoluc¸a˜o do sistema sob perturbac¸a˜o, apresentamos o
estado na˜o-normalizado para cada um dos modelos quandos estes comec¸am a apresentar evoluc¸o˜es
distintas. Para o modelo BHM com N = M = 4, o estado e´ escrito como
|ψ(λ)〉BHM = α1 |1111〉+
+α2 (|2011〉+ |1120〉+ |1201〉+ |0112〉+ |2110〉+ |1021〉+ |1102〉+ |0211〉) +
+α3 (|2101〉+ |1210〉+ |1012〉+ |0121〉) +
+α4 (|2200〉+ |0022〉+ |0220〉+ |2002〉) +
+α5 (|2020〉+ |0202〉) +
+α6 (|3010〉+ |1030〉+ |0103〉+ |0301〉) +
+α7 (|3100〉+ |1003〉+ |0301〉+ |0310〉 |1300〉+ |3001〉+ |0103〉+ |0013〉) +
+α8 (|0004〉+ |0040〉+ |0400〉+ |4000〉) , (3.16)
na qual α1 = 1, α2 = (1 + 26λ2)
√
2λ, α3 =
√
2λ2(6 + 3643 λ
2), α4 = 4λ2(1 + 26λ2), α5 =
2λ2(1 + 1043 λ
2), α6 = 2
√
6
3 λ
2(1 + 2603 λ
2), α7 = 26
√
6
9 λ
3 e α8 = 26
√
3
27 λ
4.
Ja´ para o modelo GCC com N = M = 4, temos
|ψ(λ)〉GCC = β1 |1111〉+ (3.17)
+β2 (|2011〉+ |1120〉+ |1201〉+ |0112〉+ |2110〉+ |1021〉) +
+β3 (|2200〉+ |0022〉+ |0220〉+ |2002〉+ |2020〉+ |0202〉) +
+β4 (|3010〉+ |1030〉+ |0103〉+ |0301〉+ |3100〉+ |1003〉 +
+ |0031〉+ |0310〉+ |1300〉+ |3001〉+ |0103〉+ |0013〉) +
+β5 (|0004〉+ |0040〉+ |0400〉+ |4000〉) , (3.18)
na qual β1 = 1, β2 =
√
2λ + 6
√
2λ2 + 4(10
√
2 + 1)λ3, β3 = 4λ2 + 6
(
4 +
√
2
3
)
λ3, β4 = 2
√
3
3 λ
2 +
4
3
(
4
√
6 +
√
3
3
)
λ3, β5 = 8
√
3
9 λ
2 + 4
√
3
27 λ
3.
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Facilmente notamos que no modelo BHM a evoluc¸a˜o do estado em termos do paraˆmetro de
perturbac¸a˜o e´ separa´vel em duas classes de polinoˆmios de poteˆncias pares e ı´mpares em λ. Ja´
no modelo GCC observamos uma presenc¸a de todas as poteˆncias em λ, pois neste modelo o
hopping acontece entre todos os s´ıtios poss´ıveis. Ainda nesta configurac¸a˜o temos uma observac¸a˜o
muito interessante proveniente da relac¸a˜o da negatividade. Nesta, como uma func¸a˜o do paraˆmetro
perturbativo para dois primeiros vizinhos, N 213 torna-se menor que N 212, mas na˜o muito menor,
como acontece, por exemplo, em cadeias de spin [63,67]. Disto iniciamos uma discussa˜o desse em
relac¸a˜o a` monogamia de emaranhamento.
De acordo com a observac¸a˜o da figura (3.5-b), a curva correspondente a ρ12(λ) (curva azul)
apresenta um declive no mesmo intervalo que ρ13(λ) (curva cor-de-rosa) apresenta um aclive. Isto,
como veremos, e´ interpretado como consequeˆncia da monogamia de emaranhamento, na qual ha´
um v´ınculo entre as espe´cies deste que limita o crescimento arbitra´rio de um deles. Uma ana´lise
desses to´picos foi desenvolvida e publicada durante o per´ıodo do doutoramento [68].
3.5 Uma relac¸a˜o de ρ para o modelo GCC
Como o sistema que estamos estudando e´ puro, podemos determinar o emaranhamento mul-
tipartido atrave´s do ca´lculo da entropia linear reduzida a um s´ıtio utilizando a relac¸a˜o (3.5).
Usando as equac¸o˜es (A-2) e (A-3) e´ poss´ıvel derivarmos uma expressa˜o anal´ıtica para o estado
reduzido a um s´ıtio e, portanto, para S na configurac¸a˜o GCC, considerando-se um estado global
normalizado. Tal estado e´ dado pela distribuic¸a˜o dos N a´tomos nos M s´ıtios, considerando-se o
nu´mero de ocupac¸a˜o de cada s´ıtio por um s´ımbolo: |ψ〉 ≡ |D〉 = ∑i αi|i〉, na qual D e´ a forma
combinatorial que distingue o nu´mero de distribuic¸o˜es de N part´ıculas em M = N s´ıtios,
D =
(
2N − 1
N
)
. (3.19)
Nesta u´ltima relac¸a˜o ainda escrevemos αi como um nu´mero complexo que caracteriza a con-
tribuic¸a˜o de cada estado combinatorial |i〉 na descric¸a˜o dos estados f´ısicos |ψ〉. Tal coeficiente
complexo esta´ relacionado ao custo energe´tico de uma dada ocupac¸a˜o. Por exemplo, o estado
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de menor energia poss´ıvel na fase isolante de Mott ocorre com a ocupac¸a˜o simples de cada s´ıtio:
|1〉 = |111 · · · 1〉, cujo coeficiente e´ α1. Nu´meros de ocupac¸a˜o maiores sa˜o energeticamente mais
custosos uma vez que as interac¸o˜es entre os a´tomos que esta˜o no mesmo s´ıtio tornam-se mais fortes
a levam a um estado altamente insta´vel. Portanto, o v´ınculo determinado por |αi|2 ≥ |αi+1|2 deve
ser respeitado.
Na verdade, podemos ainda interpretar os αi’s relacionados a`s correlac¸o˜es de um s´ıtio com o
restante da rede. Uma vez que estamos lidando somente com as interac¸o˜es de dois corpos, αi esta´
portanto relacionado a estas e obviamente e´ uma func¸a˜o de λ. A continuidade desta func¸a˜o e´ o
que determina a transic¸a˜o de fase quaˆntica de isolante de Mott para superfluida. Aqui αi e´ uma
se´rie de poteˆncia truncada do paraˆmetro de perturbac¸a˜o λ. Portanto, iniciando com o estado |1〉,
apo´s uma relac¸a˜o combinatorial e a operac¸a˜o de trac¸o parcial sobre N − 1 s´ıtios, e´ poss´ıvel, por
induc¸a˜o, chegar a` relac¸a˜o reduzida a um s´ıtio para ν = 1 e N arbitra´rio.
ρN,1 = (N − 2)!
f(N)∑
i=1
N∑
j=0
|αi|2Aij |j〉 〈j| , (3.20)
na qual f(N) e´ a func¸a˜o partic¸a˜o inteira de N , isto e´, o nu´mero de maneiras diferentes de escrever-
mos N e Aij =
(∑N
`=0 r
ij
`
)
/
(∏N
`=0 r
ij
` !
)
representa todas as possibilidades de arranjos distintos
no qual o termo de populac¸a˜o j surge para escrevermos uma ocupac¸a˜o de ı´ndice i. Portanto,
rij` e´ o nu´mero de vezes que um nu´mero ` aparece na decomposic¸a˜o de j numa dada ocupac¸a˜o
determinada por i. Exemplificamos a contagem de tais s´ımbolos atrave´s do desenvolvimento do
Apeˆndice B.
3.6 Um estudo da transic¸a˜o entre as fases isolante de Mott e
superfluida
Dentre as investigac¸o˜es para as propostas de estudo do modelo de Bose-Hubbard que nos
ocupamos nesta tese, surge ainda neste cap´ıtulo um questionamento sobre uma transic¸a˜o quaˆntica
de fase a` temperatura efetivamente nula. Verificamos que e´ poss´ıvel a sua sinalizac¸a˜o, por exemplo,
pela entropia linear de um determinado sistema [65]. E, para se responder a essa questa˜o, deve-se
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em primeiro lugar conhecer a ordem da transic¸a˜o envolvida. Isso deve ser feito analizando-se a
evoluc¸a˜o do estado fundamental relativo a um paraˆmetro na˜o te´rmico, que neste caso naturalmente
escolhemos como a raza˜o λ = Ω/κ.
Antes de entrarmos nas discusso˜es adicionais sobre a entropia linear, fac¸amos alguns outros
comenta´rios. Em primeiro lugar, notamos que o crescimento de N nos leva ao desenvolvimento
da teoria perturbativa em termos de ordens mais altas para obtermos o estado correto para a
descric¸a˜o do sistema em considerac¸a˜o. Contudo, como os coeficientes αi va˜o se tornando cada vez
menores, uma teoria desenvolvida em primeira ou segunda ordem ja´ se mostra interessante para
a ana´lise do emaranhamento multipartido (EM). Em segundo lugar, observamos a possibilidade
de S sinalizar a transformac¸a˜o de fase quaˆntica (TFQ). Para isso, analisamos a primeira derivada
de S em relac¸a˜o ao paraˆmetro λ no limite termodinaˆmico, ou seja, com N e f(N) tendendo ao
infinito. Para um nu´mero infinito de ocupac¸o˜es, cada um dos coeficientes |αi| tendem a zero e
Aij se mostra apenas como um valor constante. Portanto, escrevemos
∂S
∂λ
= −2 d
d− 1
∞∑
i=1
|αi|2
∞∑
j=0
A2ij
∂ |αi|2
∂λ
. (3.21)
Neste limite, cada i-e´simo termo no somato´rio tende a zero e as u´nicas excesso˜es sa˜o as derivadas
de αi, que podem ser divergentes ou ainda apresentarem valores muito grandes. Para uma TFQ
cont´ınua ∂|αi|2/∂λ e´ a origem de uma descontinuidades ou uma divergeˆncia, se a transic¸a˜o for de
segunda ordem [63]. Para um TFQ de ordem infinita, tal como Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT) [69–74], embora as derivadas em αi possam ser grandes, elas ainda sa˜o finitas. Este
racioc´ınio e´ va´lido para derivadas de ordens maiores, que tambe´m sa˜o cont´ınuas. Por outro lado,
a energia correspondente ao estado perturbado do sistema E(λ) =
∑
n λ
nE(n), na qual E(n) e´ a
energia de ordem n, e´ sempre cont´ınua em λ, e, portanto, na˜o sinaliza a TFQ.
Para λ pequeno o estado pode ser representado como um produto de estados locais. Neste
caso na˜o ha´ emaranhamento. Contudo, a` medida que λ cresce, observamos um crescimento da
entropia linear, estabilizando apo´s λ ≈ 0.3 para N = 3, como observamos nas figuras (3.2) e (3.3).
Isto significa que assim que o sistema adentra a` fase superfluida, ele na˜o mais pode ser escrito
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como um estado separa´vel, e, consequentemente, o emaranhamento cresce.
Os comportamentos distintos para ambas as configurac¸o˜es, BH e GCC, acontecem apenas
para N = M ≥ 4, de acordo com as figuras (3.3)c e d, devido a`s diferentes formas dos termos
perturbativos presentes nos hamiltonianos de cada problema. Nas figuras (3.3)e e (3.3)f mostramos
os resultados para o modelo BH calculado em primeira ordem de perturbac¸a˜o para diferentes
nu´meros de bo´sons.
A entropia linear caracteriza muito bem as duas fases preditas para o modelo de Bose-Hubbard.
Quando λ = 0 simplesmente na˜o observamos emaranhamento, caracterizando a fase isolante de
Mott. No outro limite, quando λ tende a 1, o estado tende a ser maximamente emaranhado. Este
e´ um comportamento t´ıpico de um sistema na fase superfluida.
Observamos ainda que a evoluc¸a˜o da entropia linear e´ muito similar a` do paraˆmetro de ordem
∆N2. Portanto, ∆N2 tambe´m se mostra como uma testemunha de emaranhamento multipartido.
Embora na˜o possamos afirmar o valor exato do ponto cr´ıtico da transic¸a˜o, dada a abordagem
perturbativa, o comportamento do emaranhamento multipartido mostra corretamente a transic¸a˜o
de fase, como podemos concluir da ana´lise da equac¸a˜o (3.21). Na refereˆncia [36] resultados
similares foram obtidos atrave´s de diagonalizac¸a˜o exata, enquanto que nesta tese derivamos uma
expressa˜o anal´ıtica exata embasados na abordagem perturbativa.
Agora quantificamos o emaranhamento bipartido atrave´s negatividade [57], definida na Secc¸a˜o
3.2 como N (ρ) ≡ ‖ρ
TA‖−1
2 , na qual
∥∥ρTA∥∥ e´ denominada norma-trac¸o do estado parcialmente
transposto ρTAi,j de qualquer par de s´ıtios {i, j} para o modelo de Bose-Hubbard. Isto e´ equivalen-
te ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de ρTA , anulando-se para estados separados.
Embora estritamente necessa´rio e suficiente apenas para espac¸os de Hilbert com dimenso˜es ate´
2⊗3, no presente caso ele caracteriza corretamente o emaranhamento bipartido para qualquer N .
Na figura (3.5) mostramos a negatividade e a entropia linear para N = 3 e N = 4. Uma
vez que para N = 3 ha´ somente s´ıtios vizinhos, a negatividade e´ a mesma para quaisquer dois
s´ıtios. Para N = M = 4 a negatividade mostra diferentes comportamentos para os vizinhos mais
pro´ximos, aqui exemplificados por ρ12 e ρ13, respectivamente.
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Figura 3.4: (a) Representac¸a˜o das flutuac¸o˜es para o BHM quando N = M = 2 (curva vermelha), N = M = 3
(curva azul), N = M = 4 (curva cor-de-rosa)
Contrariamente aos modelos de spin-1/2, como na refereˆncia [63], a negatividade entre os
vizinhos mais pro´ximos na˜o pode ser desprezada. Ao contra´rio, elas mostram um comportamento
peculiar assinalando a monogamia de emaranhamento.
Na situac¸a˜o mais simples, (N = M = 2), como o sistema e´ puro, a negatividade e´ igual a`
entropia linear reduzida a um s´ıtio, pois o u´nico emaranhamento existente e´ o bipartido, como
pode ser observado na figura (3.1). Quando N = M = 3, a negatividade, apo´s apresentar um
crescimento na transic¸a˜o, estabiliza para valores inferiores aos da entropia linear reduzida a um
s´ıtio. Esta e´ uma sinalizac¸a˜o de que existe emaranhamento genu´ıno bipartido neste sistema.
Ainda, o emaranhamento multipartido desenvolve-se semelhantemente ao bipartido, pois as duas
curvas evoluem similarmente para λ pequeno. Pore´m, ta˜o logo o emaranhamento tripartido
comec¸a a se desenvolver, as duas curvas divergem. No caso em que N = M = 4, a negatividade
para ρ12 e ρ13 mostra que ha´ diferentes tipos de emaranhamento bipartido. N 212, apo´s crescer com a
entropia, descresce assim comoN13 cresce, como mostra o detalhe da figura (3.5b), mostrando uma
limitac¸a˜o interessante na distribuic¸a˜o de emaranhamento bipartido. Apo´s esse comportamento,
ambas as medidas estabilizam em valores pro´ximos. Essa limitac¸a˜o no emaranhamento bipartido
e´ t´ıpica de monogamia de emaranhamento [56] no sentido de que o crescimento do emaranhamento
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Figura 3.5: (a) N 212 (curva azul) para N = M = 3 e a entropia linear reduzida a um s´ıtio (curva vermelha) e
(b)N 212 (curva azul), N 213 (curva cor-de-rosa) e a entropia linear reduzida a um s´ıtio para N = M = 4.
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representado por ρ12 no mesmo intervalo no qual ρ13 decresce e uma reciprocidade mante´m uma
quantidade de emaranhamento bipartido constante. Aqui a diferenc¸a entre o emaranhamento
multipartido e os dois tipos de emaranhamento bipartido, denominado emaranhamento residual,
sinaliza tanto o emaranhamento tripartido quanto do quadripartido. Esta propriedade continua
para valores maiores de N , e ha´ um nu´mero crescente de tipos de emaranhamentos bipartidos.
Essa e´ uma evideˆncia da manifestac¸a˜o das muitas classes de emaranhamento presente no mod-
elo de Bose-Hubbard. A fase superfluida e´ intermediada por um estado emaranhado multipartido
no qual qualquer modo esta´ emaranhado com outros quaisquer de diversas maneiras distintas.
Resumindo, neste Cap´ıtulo analisamos os emaranhamentos multi e bipartido para configurac¸o˜es
unidimensionais das cadeias bosoˆnicas BHM e GCC. Descrevemos o comportamento atrave´s da
transic¸a˜o entre as fases isolante de Mott e superfluida prevista para esses modelos mostrando como
elas ocorrem nas modalidades de emaranhamento. Esses ca´lculos podem ser justificados como uma
alternativa a` diagonalizac¸a˜o das matrizes que descrevam tais sistemas com uma reduc¸a˜o significa-
tiva dos rescursos computacionais.
Cap´ıtulo 4
Um estudo da dinaˆmica de
populac¸o˜es
4.1 Aspectos do potencial de poc¸o duplo
Sabe-se que o modelo de Bose-Hubbard possui caracter´ısticas interessantes que o colocam
numa posic¸a˜o proeminente quanto a reais implementac¸o˜es em protocolos de computac¸a˜o quaˆntica.
Isto e´ evidenciado pela possibilidade do controle das populac¸o˜es dos diversos s´ıtios de uma rede
o´ptica, por exemplo, com a utilizac¸a˜o de pulsos externos ao sistema. Pode-se ainda fazeˆ-lo atrave´s
da utilizac¸a˜o de microarmadilhas magne´ticas, que se constituem em aparatos largamente utiliza-
dos em experimentos de manipulac¸a˜o de condensados atoˆmicos de Bose-Einstein em sistemas
mesosco´picos [75–79]. No entanto, embora sejam contempladas diversas te´cnicas e aplicac¸o˜es em
variados experimentos, ainda ha´ uma fronteira a ser explorada no que concerne a`s potencialidades
deste modelo em sua versa˜o estendida.
Com esse intuito iniciamos o tratamento de um potencial de poc¸o duplo e dependente do
tempo para a versa˜o estendida do modelo de Bose-Hubbard. Portanto, consideremos um termo
externo perio´dico aos moldes do proposto por Holtha¨us [80,81] e lembremos que e´ na considerac¸a˜o
do modelo estendido que reside a principal virtude do modelo que queremos implementar. 1
1E´ oportuno enfatizar que trabalhos sobre este modelo sa˜o, dentre muitas outras abordagens, extensa e elegan-
temente realizados por M. C. de Oliveira e B. R. da Cunha [48]. Ale´m destes encontra-se um minucioso tratamento
semicla´ssico do mesmo problema nos trabalhos de T. Visconde, K. Furuya e M. C. de Oliveira [64].
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Figura 4.1: Transfereˆncia de populac¸a˜o entre os poc¸os do potencial em consequeˆncia da variac¸a˜o do termo
externo. Nosso intuito e´ verificar a possibilidade de, numa abordagem deveras simplificada, observarmos o auto-
aprisionamento macrosco´pico das populac¸o˜es nos poc¸os mantendo fixo o termo de autocolisa˜o e variando apenas o
termo externo. Observe que as figuras devem ser consideradas em dois grupos: o primeiro de 4a a 4c e o segundo
de 4d a 4f , exemplificando a transfereˆncia de populac¸a˜o da direita para o da esquerda e a maneira rec´ıproca de se
fazeˆ-la.
Fac¸amos a considerac¸a˜o de um condensado de Bose-Einstein composto por N a´tomos a` tem-
peratura nula e confinado por um potencial de poc¸o duplo sime´trico V (r), conforme a figura
(4.1). Assumimos ainda que esse potencial e´ modulado periodicamente no tempo por um sinal
de frequeˆncia externa ω. O hamiltoniano para estas considerac¸o˜es, obtido no Cap´ıtulo 2, possui
a forma da equac¸a˜o (2.24) diferindo apenas pela adic¸a˜o do termo externo
H = ~ [2Λ (N − I) + Ω]
(
aˆ†bˆ+ bˆ†aˆ
)
+ ~η
(
aˆ†bˆ+ bˆ†aˆ
)2
+
+~ (κ− η)
[
(aˆ†)2(aˆ)2 + (bˆ†)2(bˆ)2
]
+ ~ηN (N − 2) + ~µsen(ωt)(aˆ†aˆ− bˆ†bˆ). (4.1)
Pore´m, por uma questa˜o de praticidade e simplificac¸a˜o do tratamento da dinaˆmica desse
sistema, faremos uma abordagem semicla´ssica atrave´s da equac¸a˜o de Gross-Pitaeviskii para o
operador de campo Ψˆ(r, t). Esta escolha se justifica por estarmos inicialmente interessados apenas
na diferenc¸a entre as populac¸o˜es dos dois s´ıtios e de um poss´ıvel controle, ainda que qualitativo,
desta. Uma abordagem em linha gerais da equac¸a˜o de Gross-Pitaeviskii e´ realizada no Apeˆndice
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C. Esta assume a forma
i~2
∂
∂t
Ψ(r, t) =
(
− ~
2m
∇2 + V (r) + ~F · ~rsin(ωt) +Ng|Ψ(r, t)|2
)
Ψ(r, t), (4.2)
na qual g = 4piasc~2/m representa uma medida da interac¸a˜o de colisa˜o dos a´tomos do condensado,
com asc e m referindo-se, respectivamente, ao comprimento de espalhamento de onda s e a` massa
da espe´cie atoˆmica condensada. Assumimos que a func¸a˜o de onda Ψ(r, t) seja normalizada e que
o termo modulador ~F esteja direcionado ao longo dos dois mı´nimos de potencial, tal que estes
se movimentem de maneira a ocorrer transfereˆncia de populac¸a˜o entre os dois, conforme figura
(4.1a-f).
Portanto, sejam u1(r) e u2(r) as func¸o˜es de onda de part´ıcula u´nica em cada um dos poc¸os.
Sabemos que as combinac¸o˜es lineares sime´tricas e antissime´tricas destas sa˜o escritas na forma
u+ =
1√
2
[u1(r) + u2(r)] (4.3)
e
u− =
1√
2
[u1(r)− u2(r)] (4.4)
e que estas sa˜o autofunc¸o˜es aproximadas do operador hamiltoniano de part´ıcula u´nica
H0u±(r) = E±u±(r), (4.5)
na qual H0 = (−~2/2m)∇2 + V (r) e E+ < E−.
Investigando a dinaˆmica das populac¸o˜es atoˆmicas segundo esse modelo e valendo-se da derivac¸a˜o
semicla´ssica justificada no in´ıcio deste cap´ıtulo, na qual consideramos a dinaˆmica do condensado
restrita ao potencial de poc¸o duplo ora considerado, escrevemos a func¸a˜o Ψ(r, t) na forma
Ψ(r, t) = e(−iE0t/~) [c1(t)u1(r) + c2(t)u2(r)] , (4.6)
com a definic¸a˜o
E0 =
1
2
(E+ + E−) . (4.7)
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Observe ainda que os coeficientes dependentes do tempo c1(t) e c2(t) constituem-se na descric¸a˜o da
populac¸a˜o de cada um dos poc¸os. Isso nos permite fazer um detalhamento mais apurado e que nos
permite uma melhor assimilac¸a˜o da sua representac¸a˜o ao utilizamos a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o
|c1(t)|2 + |c2(t)|2 = 1. Perceba o leitor que o produto do mo´dulo ao quadrado desses mesmos
coeficientes pelo nu´mero total N nos fornece as respectivas parcelas das populac¸o˜es nos poc¸os.
Para uma descric¸a˜o minuciosa do sistema considerado, introduzimos ainda a frequeˆncia de
tunelamento
Ω =
E− − E+
~
, (4.8)
a taxa de autocolisa˜o
κ =
g
2~
∫
d3r|u1(r)|4 (4.9)
e as duas taxas de colisa˜o cruzada2
η =
g
~
∫
d3r|u1(r)|2|u2(r)|2 (4.10)
e
Λ =
g
~
∫
d3r|u1(r)|3|u1(r)|2. (4.11)
Empregamos tambe´m os elementos de matriz correspondentes ao posicionamento do mı´nimo de
cada poc¸o ∫
d3ru∗1~ru1 = ~d (4.12)
e ∫
d3ru∗2~ru2 = −~d, (4.13)
na qual a origem do sistema de coordenadas esta´ localizado no centro da barreira e, por con-
seguinte, consideramos a distaˆncia entre os dois mı´nimos igual a 2d. Ale´m destas, a frequeˆncia de
Rabi fica definida por
γ =
Fd
~
. (4.14)
2Estas sa˜o provenientes das superposic¸o˜es poss´ıveis das func¸o˜es de onda de part´ıcula u´nica tanto no mesmo poc¸o,
para o caso de κ, como para poc¸os cont´ıguos, como para η e Λ.
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Com essas definic¸o˜es e considerac¸o˜es substituimos a equac¸a˜o (4.6) em (4.2) para encontrarmos
i~
∂
∂t
(c1(t)u1(r) + c2(t)u2(r)) = H0 + ~F · ~rsin(ωt) +Ng |c1(t)u1(r) +
+ c2(t)u2(r)|2 (c1(t)u1(r) + c2(t)u2(r)), (4.15)
que, apo´s algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, nos fornece as equac¸o˜es diferenciais acopladas
ic˙1(t) =
[
E0
~
+ 2N (η − Λ)
]
c1 −
[
Ω
2
− 2N (Λ− η)
]
c2 +
+γc1sin(ωt) + 2N (κ− η) |c1|2c1 + 2N (ηc2 + Λc1) |c1 + c2|2, (4.16)
e
ic˙2(t) =
[
E0
~
+ 2N (η − Λ)
]
c2 −
[
Ω
2
− 2N (Λ− η)
]
c1 +
−γc1sin(ωt) + 2N (κ− η) |c2|2c2 + 2N (ηc1 + Λc2) |c1 + c2|2. (4.17)
Observe que a simplicidade destas equac¸o˜es podem nos render uma boa quantidade de in-
formac¸o˜es, conduzindo, por exemplo, a me´todos nume´ricos para a soluc¸a˜o, o que realizaremos na
sec¸a˜o seguinte.
4.2 Uma ana´lise nume´rica para a dinaˆmica das populac¸o˜es.
As ana´lises nume´ricas que comentaremos nesta sec¸a˜o embasam-se no que definimos por
diferenc¸a das populac¸o˜es dos dois s´ıtios. O ansatz escolhido na equac¸a˜o (4.2) permite-nos es-
creveˆ-la como
w(t) = |c1(t)|2 − |c2(t)|2 , (4.18)
e maneira que c1(t = 0) = 1 e c2(t = 0) = 0 como condic¸a˜o inicial nos mostra que inicialmente
tomamos o condensado todo localizado no primeiro modo do potencial. Portanto, de conhecimento
das equac¸o˜es diferenciais (4.16) e (4.17) para a evoluc¸a˜o temporal das populac¸o˜es atrave´s de c1(t)
e c2(t) apresentamos algumas simulac¸o˜es tomando N = 100, ~ = m = 1, ω = 20pi e Ω = 0.22ω.
Representaremos a diferenc¸a de populac¸o˜es em func¸a˜o do paraˆmetro τ = ωt.
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Figura 4.2: Se´rie de simulac¸o˜es para diferentes valores de γ na qual observamos o autoaprisionamento
macrosco´pico. Primeiramente assumimos γ = Fd/~ = 0 e tomamos diferentes valores de κ, o que nos mostra
(a) um autoaprisionamento macrosco´pico da populac¸a˜o atoˆmica. Nestas utilizamos κ1 = 0, 05 (linha vermelha),
κ2 = 0, 10 (linha rosa) e κ3 = 0, 20 (linha azul). Nas figuras (b), (c) e (d) observamos o mesmo fenoˆmeno de
autoaprisionamento macrosco´pico pore´m com κ = 0, 05 constante e γ assumindo valores 1.50, 3.00 e 3.50, respecti-
vamente.
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Observamos que a diferenc¸a das populac¸o˜es dos poc¸os e´ inicialmente apresentada para o valor
fixo de γ = 0, como mostram as figuras (4.2a) com variac¸o˜es para o paraˆmetro de autocolisa˜o
κ1 = 0, 05 (linha vermelha), κ2 = 0, 10 (linha rosa) e κ3 = 0, 20 (linha azul). Dessa forma e´ poss´ıvel
verificar um autoaprisionamento das populac¸o˜es nos poc¸os bem como uma variac¸a˜o na frequeˆncia
de oscilac¸a˜o destes em func¸a˜o do paraˆmetro κ. A escolha de γ inicialmente nulo justifica-se
por reproduzirmos os resultados outrora encontrados para este mesmo problema. Esses referidos
foram obtidos por Milburn e colaboradores [82] para um conjunto semelhante de paraˆmetros, o
que corrobora o modelo ora explorado nesta tese.
De fato, γ nulo esta´ no aˆmago da transfereˆncia de populac¸a˜o, como pode ser observado das
equac¸o˜es diferenciais (4.16) e (4.17). Esse tipo de comportamento, conhecido na literatura como
autoaprisionamento macrosco´pico, pode ser observado em diversos experimentos e, portanto, e´
considerado um resultado ja´ consolidado pela comunidade cient´ıfica internacional.
Fac¸amos ainda uma simulac¸a˜o, como mostram as figuras (4.2b-d), na qual temos certeza que
na˜o ocorrera´ autoaprisionamento devido ao termo de autocolisa˜o. Vamos manteˆ-lo, portanto, com
o primeiro valor da simulac¸a˜o anterior κ1 = 0, 05. Tomamos ainda, nessa primeira verificac¸a˜o,
o paraˆmetro γ igual a 1,5. Observamos que nenhuma nova informac¸a˜o significativa e´ adicionada
quanto a alterac¸o˜es na dinaˆmica das populac¸o˜es, embora possamos observar uma pequena per-
turbac¸a˜o na distribuic¸a˜o destas.
No entanto, ainda mantendo κ1 = 0, 05 e agora tomando γ = 3, 0 observamos que tanto
a frequeˆncia de oscilac¸a˜o das populac¸o˜es como tambe´m uma tendeˆncia ao autoaprisionamento
comec¸am a surgir. Isto e´ verificado na figura (4.2c). Essa tendeˆncia fica enta˜o confirmada ao
fazermos γ = 3, 5 com κ1 ainda igual a 0, 05, conforme a interpretac¸a˜o corrente na figura (4.2d).
Ou seja, ocorre um autoaprisionamento macrosco´pico.
Essas observac¸o˜es respondem afirmativamente ao nosso questionamento inicial sobre a possi-
bilidade de se manipular ou controlar as populac¸o˜es dos s´ıtios ao menos numa abordagem simples
e alternativa com a introduc¸a˜o do termo ~F · ~rsin(ωt) na equac¸a˜o (4.2), sem a necessidade da
alterac¸a˜o de um paraˆmetro como a taxa de autocolisa˜o. Perceba que a refereˆncia feita ao termo
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‘controle’ ou ‘manipulac¸a˜o’ das populac¸o˜es se constitui, conforme expresso nas figuras com o resul-
tado das simulac¸o˜es, o fenoˆmeno de autoaprisionamento macrosco´pico, anteriormente modelado e
verificado experimentalmente na ampla literatura existente sobre o tema. Portanto, embora na˜o
seja algo totalmente ine´dito tanto do ponto de vista experimental como teo´rico, ainda sim e´ justo
observar que nossa formulac¸a˜o e´ digna de uma originalidade introduzida pelos termos de colisa˜o
cruzada e tambe´m da relevaˆncia da introduzida pelo termo externo. Portanto, nossa formulac¸a˜o
evidencia ainda a possibilidade do controle das populac¸o˜es dos poc¸os pela utilizac¸a˜o dos termos
externos, mostrando qua˜o promissora pode ser tal manipulac¸a˜o.
Cabe ainda um registro da pequena vantagem desta abordagem sobre a realizada pelo nota´vel
trabalho de Holtha¨us [80, 81]. Observe que as equac¸o˜es (4.16) e (4.17) consideram os termos η
e Λ, que trazem na sua esseˆncia uma riqueza para a dinaˆmica das populac¸o˜es. Um estudo mais
abrangente e detalhado sobre tais fenoˆmenos esta˜o sendo elaborados pelo autor deste texto e pelo
seu orientador para uma publicac¸a˜o em breve.
4.3 Ana´lise atrave´s dos operadores de momentum angular.
Uma derivac¸a˜o ana´loga pode ser obtida ao considerarmos uma evoluc¸a˜o semicla´ssica para os
operadores de momentum angular Jx, Jy e Jz definidos por
Jx =
1
2
(aˆ†2aˆ2 − aˆ†2aˆ1), (4.19)
Jy =
i
2
(aˆ†1aˆ2 − aˆ†2aˆ1) (4.20)
e
Jz =
1
2
(aˆ†2aˆ1 + aˆ
†
1aˆ2) (4.21)
e que satisfazem a` a´lgebra de operadores SU(2), para a qual
[Jk, J`] = i~k`mJm. (4.22)
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Estes podem ainda ser reescritos como
Jx =
1
2
(|a2|2 − |a1|2), (4.23)
Jy =
i
2
(a∗1a2 − a∗2a1) (4.24)
e
Jz =
1
2
(a∗1a2 + a
∗
2a1). (4.25)
Ha´ uma interpretac¸a˜o f´ısica dos operadores representados pelas equac¸o˜es (4.23), (4.24) e (4.25)
utilizadas para representarmos a evoluc¸a˜o temporal destes que nos ajudara˜o a analisar os resulta-
dos que obteremos. Neste caso Jx representa metade da diferenc¸a de populac¸a˜o entre os conden-
sados localizados nos dois poc¸os. Com isso, podemos intuir a distribuic¸a˜o espacial do condensado.
Observamos ainda que Jy relaciona-se ao momentum me´dio do condensado, enquanto que Jz nos
mostra o tunelamento que ocorre entre os dois poc¸os.
Utilizando estas relac¸o˜es no operador hamiltoniano (2.24) atrave´s da evoluc¸a˜o para os opera-
dores dada pela equac¸a˜o de movimento de Heisenberg
J˙k =
1
i~
[Jk,H], (4.26)
encontramos as seguintes equac¸o˜es de movimento
J˙x = −2[2Λ(N − I) + Ω2 ]Jx − 4η{Jy, Jz}, (4.27)
J˙y = −2γSen(ωt)Jz + 2[2Λ(N − I) + Ω2 ]Jx + 2(3η − κ){Jz, Jx} (4.28)
e
J˙z = 2γSen(ωt)Jy + 2(κ− η){Jy, Jx}. (4.29)
Como exemplo da evoluc¸a˜o semicla´ssica desses operadores, fac¸amos as simulac¸o˜es com os
paraˆmetros κ = 0, 05 (linha vermelha), 0, 10 (linha rosa) e 0, 20 (linha azul), η e Λ todos conside-
rados para Ω = 0.1 e N = 100. Os resultados sa˜o apresentados na figura (4.3).
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Figura 4.3: Novamente observamos o autoaprisionamento da populac¸a˜o atoˆmica aos moldes do constatado na
figura (4.2) tambe´m como consequeˆncia de diferentes valores assumidos para do paraˆmetro γ.
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Esse estudo demonstra uma grande elegaˆncia atrave´s do enriquecimento da dinaˆmica do sis-
tema ao considerarmos os termos de coliso˜es cruzadas. Isso nos ajuda a intuir o estudo da
dinaˆmica, tambe´m utilizando-se simulac¸o˜es nume´ricas, de um poc¸o qua´druplo para o qual pre-
tendemos desenvolver um protocolo de computac¸a˜o quaˆntica, passo este desenvolvido no pro´ximo
cap´ıtulo, onde utilizamos uma descric¸a˜o na qual as taxas de autocolisa˜o e coliso˜es cruzadas sa˜o
mantidas enquanto que a taxa de tunelamento entre os s´ıtios e´ suprimida. Esta formulac¸a˜o nos
levara´ a` obtenc¸a˜o de um hamiltoniano efetivo em func¸a˜o de tais taxas colisionais que na˜o apenas
se mostra fact´ıvel para o desenvolvimento experimental como tambe´m apresenta uma efica´cia para
a gerac¸a˜o de computac¸a˜o quaˆntica, conforme verificaremos.
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Cap´ıtulo 5
A viabilidade de uma codificac¸a˜o
para computac¸a˜o quaˆntica.
5.1 O modelo.
Nosso intento neste cap´ıtulo e´ formular uma codificac¸a˜o de computac¸a˜o quaˆntica a partir de
um poc¸o qua´druplo que seja fielmente descrito pelo modelo estendido de Bose-Hubbard embasado
nos mesmos princ´ıpios do cap´ıtulo anterior. Assim sendo, consideraremos a interac¸a˜o de colisa˜o
cruzada ale´m dos termos de hopping e de autocolisa˜o, de acordo com a abordagem realizada no
segundo cap´ıtulo deste texto, que culminou no hamiltoniano (2.24).
Com tal objetivo, adiantamos que a representac¸a˜o dos estados lo´gicos pode ser realizada de
maneira simplificada atrave´s do preenchimento dos s´ıtios do poc¸o de acordo com a figura (5.1).
Isto evidencia que essa representac¸a˜o e´ de uma aparente facilidade para a obtenc¸a˜o experimental,
pois estamos propondo a elaborac¸a˜o de um sistema cujo objetivo e´ a simples medic¸a˜o da populac¸a˜o
dos s´ıtios sem a preocupac¸a˜o da contagem efetiva dos a´tomos do condensado em cada um deles;
e, muito menos, a da exigeˆncia do conhecimento do estado interno dos a´tomos que compo˜em tais
condensados. [79, 83–85].
Esta e´ uma proposta bastante diferente das encontradas na literatura, que em sua grande
maioria aborda um esquema de representac¸a˜o dos estados lo´gicos embasado no conhecimento dos
estados internos dos a´tomos, ale´m de um preenchimento unita´rio dos s´ıtios da rede.
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Figura 5.1: Diagrama para apoio na interpretac¸a˜o. Utilizaremos, respectivamente, como |0〉 |0〉, |1〉 |0〉, |0〉 |1〉,
|1〉 |1〉 correspondente a`s figuras de (a) a (d).
A` primeira vista percebemos que uma contagem efetiva da quantidade de a´tomos num s´ıtio e´
deveras complicada, assim como o preenchimento unita´rio destes carece de um controle diferenci-
ado e de dific´ılima obtenc¸a˜o experimental. Isto ocasiona um grande problema na˜o apenas para a
escalabilidade como tambe´m para o controle do sistema [86].
O custo da elaborac¸a˜o da nossa proposta e´ a necessidade da criac¸a˜o de um mecanismo que
suprima os termos de hopping sem no entanto alterar os termos de colisa˜o cruzada entre os
modos de acoplamento representados pelos s´ıtios adjacentes. Essa suposic¸a˜o nos garante que
as populac¸o˜es podem ser transferidas entre os poc¸os sem a necessidade do termo de hopping.
E, embora parec¸a um desafio tanto matema´tico como experimental que exige uma sofisticac¸a˜o
deveras elaborada, o desenvolvimento do modelo nos mostra que na˜o somente ela e´ indispensa´vel
para o nosso intento como tambe´m se mostra extremamente via´vel para a realizac¸a˜o da codificac¸a˜o
que pretendemos implementar.
Iniciamos ao considerarmos um sistema no qual a barreira de potencial entre os dois s´ıtios e
que e´ responsa´vel pelo acoplamento deste oscile a uma frequeˆncia suficientemente alta. Propomos
que essa barreira seja preparada para inicialmente coibir qualquer interac¸a˜o entre os a´tomos dos
s´ıtios adjacentes 2 e 3, tendo, portanto, uma amplitude suficientemente intensa. Isto faz com
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que os dois poc¸os duplos sejam completamente independentes e corrobora nossa proposta para o
esquema de representac¸a˜o dos estados lo´gicos mencionados na figura (5.1a-d), na qual observamos
qua˜o salutar se faz essa condic¸a˜o.
5.2 A obtenc¸a˜o de um operador hamiltoniano efetivo
Em busca do nosso intento, consideremos enta˜o cada um dos termos do operador hamiltoniano
ja´ desenvolvido no Cap´ıtulo 2 e apresentado na forma da equac¸a˜o (2.24). Isso nos mostrara´ alguns
dos detalhes da transformac¸a˜o que culminara´ com um novo operador hamiltoniano que fielmente
descrevera´ as interac¸o˜es e propriedades que precisamos. Portanto, desenvolveremos uma derivac¸a˜o
evoluindo temporalmente o estado do sistema escrevendo a equac¸a˜o de Schro¨dinger [87,88]
H |ψ〉 = −i} ∂
∂t
|ψ〉 . (5.1)
Nesta, continuaremos a tratar o termo externo na forma
f(t)(aˆ†1aˆ1 − aˆ†2aˆ2), (5.2)
o que e´ ana´logo ao operador Jx, dado pela equac¸a˜o (4.23). Semiclassicamente interpretamos Jx
como a diferenc¸a de populac¸a˜o atoˆmica entre os dois poc¸os; sendo ainda este o mesmo termo
adicionado a` equac¸a˜o (2.24) a menos de um fator multiplicativo, que nos fornece o operador (4.1).
O desenvolvimento do hamiltoniano efetivo torna-se via´vel e tambe´m claro ao utilizarmos a
introduc¸a˜o da identidade
I = eif(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2) · e−if(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2) (5.3)
na equac¸a˜o (5.1), ale´m de multiplica´-la pelo fator e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] a` esquerda, nos permite
escreveˆ-la como
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)]HI |ψ〉 = −i}e−i[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ∂
∂t
(I |ψ〉) , (5.4)
e, explicitamente, atrave´s de
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)]Hei[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ˜|ψ〉 = −i}e−i[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ∂
∂t
(
ei[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ˜|ψ〉
)
, (5.5)
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na qual, a partir desta, redefinimos o estado do sistema por
˜|ψ〉 = e−i[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] |ψ〉 . (5.6)
Portanto, observe que podemos reescrever a equac¸a˜o (5.5) na forma
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)]Hei[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ˜|ψ〉 = −i}e−i[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ∂
∂t
ei[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ˜|ψ〉, (5.7)
o que resulta ainda em
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)]Hei[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] ˜|ψ〉 = f˙(t)(aˆ†1aˆ1 − aˆ†2aˆ2) ˜|ψ〉 − i}
∂
∂t
˜|ψ〉. (5.8)
Aqui ainda cabe a utilizac¸a˜o de um importante resultado advindo dos cursos ba´sicos de
mecaˆnica quaˆntica. Sabemos que se G e´ um operador hermitiano e λ e´ um paraˆmetro real,
podemos escrever a se´rie
eiGλAe−iGλ = A+ iλ[G,A] +
(iλ)2
2!
[G, [G,A]] + ...+
(iλ)n
n!
[G, [G, [G, ...]]...], (5.9)
conhecida como lema de Baker-Hausdorff [87, 88]. Tal facilidade proveniente desse lema impor-
tante nos faz conduzir a partir deste momento a derivac¸a˜o do hamiltoniano efetivo considerando
separadamente as parcelas de H dadas pelo operador (2.24).
Portanto, a primeira parte do hamiltoniano, que corresponde ao termo de hopping, pode ser
escrita como
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)](aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1)e
i[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)], (5.10)
cujo desenvolvimento e´ escrito explicitamente na forma1
e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ†1)e
if(t)(aˆ†1aˆ1) · eif(t)(aˆ†2aˆ2)(aˆ2)e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2)+
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)aˆ†2e
−if(t)(aˆ†2aˆ2) · e−if(t)(aˆ†1aˆ1)(aˆ1)eif(t)(aˆ
†
1aˆ1), (5.11)
1Na verdade, a relac¸a˜o para dois operadores Exp[A+B] = Exp[A]Exp[B] so´ e´ poss´ıvel quando A e B comutam,
como neste caso.
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Utilizando a relac¸a˜o (5.9), podemos ainda escrever a se´rie seguinte para cada uma das parcelas
acima. Comecemos pelo primeiro dos termos. Ou seja, escrevemos
e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ†1)e
if(t)(aˆ†1aˆ1) = aˆ†1 + (i)(−f(t))[aˆ†1aˆ1, aˆ†1] +
+
((i)(−f(t)))2
2!
[aˆ†1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, aˆ
†
1]] +
+
((i)(−f(t)))3
3!
[aˆ†1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, aˆ
†
1]]] + · · · , (5.12)
o que nos fornece
e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ†1)e
if(t)(aˆ†1aˆ1) = aˆ†1 − (i)(f(t))(aˆ†1)−
(f(t))2
2!
(aˆ†1) +
(i)(f(t))3
3!
(aˆ†1) + · · · , (5.13)
que, apo´s uma breve simplificac¸a˜o, fica expresso na forma
e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ†1)e
if(t)(aˆ†1aˆ1) = aˆ†1
[(
1− (f(t))
2
2!
+ · · ·
)
− i
(
f(t)− (f(t))
3
3!
+ · · ·
)]
(5.14)
Como a expansa˜o acima nos traz a relac¸a˜o de Euler, observamos que, finalmente, podemos
escrever para a relac¸a˜o (5.12) a forma simplificada
e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ†1)e
if(t)(aˆ†1aˆ1) = aˆ†1e
−i·f(t), (5.15)
que sera´ utilizada para a obtenc¸a˜o do hamiltoniano efetivo quando neste surgir o operador aˆ†1.
Vejamos ainda como se transforma o operador aˆ2 utilizando o mesmo procedimento ja´ desen-
volvido e que culminou com a transformac¸a˜o (5.15). Ou seja, primeiramente escrevemos
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)(aˆ2)e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) = aˆ2 +
((i)(f(t)))2
2!
[aˆ†2aˆ2, [aˆ
†
2aˆ2, aˆ2]] +
+
((i)(−f(t)))2
2!
[aˆ†1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, aˆ
†
1]] +
+
((i)(f(t)))3
3!
[aˆ†2aˆ2, [aˆ
†
2aˆ2, [aˆ
†
2aˆ2, aˆ2]]] + · · · , (5.16)
tambe´m com o aux´ılio da relac¸a˜o (5.9).
Analogamente desenvolvemos cada um dos termos para encontrarmos
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)(aˆ2)e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) = aˆ†2 − (i)(f(t))(aˆ2) +
(f(t))2
2!
(aˆ2) +
(i)(f(t))3
3!
(aˆ2) + · · · , (5.17)
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na qual, apo´s outra breve simplificac¸a˜o, encontramos novamente a relac¸a˜o de Euler. Portanto,
escrevemos
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)(aˆ2)eif(t)(aˆ
†
2aˆ2) = aˆ2
[(
1− (f(t))
2
2!
+ · · ·
)
− i
(
f(t)− (f(t))
3
3!
+ · · ·
)]
(5.18)
e, finalmente, obtemos uma relac¸a˜o ana´loga a` (5.15)
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)(aˆ2)eif(t)(aˆ
†
2aˆ2) = aˆ2e−if(t), (5.19)
que reconhecemos como a forma que devemos utilizar para a obtenc¸a˜o do hamiltoniano efetivo
quando neste surgir o operador aˆ2. Ale´m disso, observamos que em ambos os desenvolvimentos
utilizamos as identidades [N, aˆi] = −aˆi e [N, aˆ†i ] = aˆ†i .
Da mesma maneira tratamos o desenvolvimento para os operadores aˆ†2 e aˆ1 atrave´s das formas
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)(aˆ†2)e
−if(t)(aˆ†2aˆ2) = aˆ†2 + (i)(f(t))[aˆ
†
2aˆ2, aˆ
†
2] +
+
((i)(f(t)))2
2!
[aˆ†2aˆ2, [aˆ
†
2aˆ2, aˆ
†
2]] +
+
((i)(f(t)))3
3!
[aˆ†2aˆ2, [aˆ
†
2aˆ2, [aˆ
†
2aˆ2, aˆ
†
2]]] + · · · (5.20)
e, finalmente,
e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ1)eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) = aˆ1 + (i)(−f(t))[aˆ†1aˆ1, aˆ1] +
+
((i)(−f(t)))2
2!
[aˆ†1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, aˆ1]] +
+
((i)(−f(t)))3
3!
[aˆ†1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, [aˆ
†
1aˆ1, aˆ1]]] + · · · (5.21)
que nos fornecem, respectivamente, as relac¸o˜es
eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)(aˆ†2)e
if(t)(aˆ†2aˆ2) = aˆ†2e
+i·f(t), (5.22)
e
eif(t)(aˆ
†
1aˆ1)(aˆ1)eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) = aˆ1e+if(t), (5.23)
apo´s um desenvolvimento ana´logo e fiel aos que resultaram nas relac¸o˜es (5.15) e (5.19).
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Assim, escrevemos o termo de hopping entre os dois modos locais atrave´s de uma oscilac¸a˜o
coerente. Isso nos permite escrever tal termo simplesmente como
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)](aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1)e
i[f(t)(aˆ†1aˆ1−aˆ†2aˆ2)] = aˆ†1aˆ2e
−2if(t) + aˆ†2aˆ1e
+2if(t), (5.24)
que e´ desprezado por possuir uma ra´pida oscilac¸a˜o observada na forma e±2if(t).
A segunda parcela do hamiltoniano (2.24) e´ dada por
~η
(
aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1
)2
= ~η
(
aˆ†1aˆ
†
1aˆ2aˆ2 + aˆ
†
1aˆ1aˆ2aˆ
†
2 + aˆ
†
2aˆ2aˆ1aˆ
†
1 + aˆ
†
2aˆ
†
2aˆ1aˆ1
)
, (5.25)
a` qual aplicamos a mesma transformac¸a˜o
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)]~η
(
aˆ†1aˆ
†
1aˆ2aˆ2 + aˆ
†
1aˆ1aˆ2aˆ
†
2 + aˆ
†
2aˆ2aˆ1aˆ
†
1 + aˆ
†
2aˆ
†
2aˆ1aˆ1
)
ei[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)], (5.26)
que se reescreve, apo´s a aplicac¸a˜o da identidade (5.3), na forma
e−i[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)]~η
(
aˆ†1Iaˆ†1aˆ2Iaˆ2 + aˆ†1Iaˆ1aˆ2Iaˆ†2 + aˆ†2Iaˆ2aˆ1Iaˆ†1 + aˆ†2Iaˆ†2aˆ1Iaˆ1
)
ei[f(t)(aˆ
†
1aˆ1−aˆ†2aˆ2)],
(5.27)
explicitamente dada por
~η
(
aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1
)2
= ~η(e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)aˆ†1e
if(t)(aˆ†1aˆ1) · e−if(t)(aˆ†1aˆ1)aˆ†1eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) ·
·eif(t)(aˆ†2aˆ2)aˆ2e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) · eif(t)(aˆ†2aˆ2)aˆ2e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) +
+e−if(t)(aˆ
†
1aˆ1)aˆ†1e
if(t)(aˆ†1aˆ1) · e−if(t)(aˆ†1aˆ1)aˆ1eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) ·
·eif(t)(aˆ†2aˆ2)aˆ2e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) · eif(t)(aˆ†2aˆ2)aˆ†2e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) +
+eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)aˆ†2e
−if(t)(aˆ†2aˆ2) · eif(t)(aˆ†2aˆ2)aˆ2e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) ·
·e−if(t)(aˆ†1aˆ1)aˆ1eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) · e−if(t)(aˆ†1aˆ1)aˆ†1eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) +
+eif(t)(aˆ
†
2aˆ2)aˆ†2e
−if(t)(aˆ†2aˆ2) · eif(t)(aˆ†2aˆ2)aˆ†2e−if(t)(aˆ
†
2aˆ2) ·
·e−if(t)(aˆ†1aˆ1)aˆ1eif(t)(aˆ
†
1aˆ1) · e−if(t)(aˆ†1aˆ1)aˆ1eif(t)(aˆ
†
1aˆ1)). (5.28)
Novamente reagrupamos os termos apo´s um breve processo alge´brico aos mesmos moldes do
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desenvolvido para a obtenc¸a˜o da relac¸a˜o 5.24, o que resulta em
~η
(
aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1
)2
= ~η(aˆ†1e
−if(t)aˆ†1e
−if(t)aˆ†2e
−if(t)aˆ†2e
−if(t) +
+aˆ†1e
−if(t)aˆ1eif(t)aˆ2e−if(t)aˆ
†
2e
if(t) +
+aˆ†2e
if(t)aˆ2e
−if(t)aˆ1eif(t)aˆ
†
1e
−if(t) +
+aˆ†2e
if(t)aˆ†2e
if(t)aˆ1e
if(t)aˆ1e
if(t)), (5.29)
que reescrevemos compactamente como
~η
(
aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1
)2
= ~η(aˆ†1aˆ
†
1aˆ2aˆ2e
−4if(t) + aˆ†1aˆ1aˆ
†
2aˆ2 +
+aˆ†2aˆ2aˆ1aˆ
†
1 + aˆ
†
2aˆ
†
2aˆ1aˆ1e
4if(t)), (5.30)
e, finalmente, na forma
~η
(
aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1
)2
= ~η(aˆ†1aˆ1aˆ2aˆ
†
2 + aˆ
†
2aˆ2aˆ1aˆ
†
1), (5.31)
na qual observamos que o primeiro e o u´ltimo termos da relac¸a˜o tambe´m sa˜o de ra´pida oscilac¸a˜o
e, por esse motivo, desprezados.
Fac¸amos agora o mesmo desenvolvimento para a terceira parcela, que escremos como
~(κ− η)(aˆ†1aˆ†1aˆ1aˆ1 + aˆ†2aˆ†2aˆ2aˆ2), (5.32)
na qual tambe´m introduzimos a identidade (5.3) para escrevermos
~(κ− η)aˆ†1Iaˆ†1Iaˆ1Iaˆ1 + aˆ†2Iaˆ†2Iaˆ2Iaˆ2 (5.33)
e explicitamos na forma
~(κ− η)(aˆ†1aˆ†1aˆ1aˆ1 + aˆ†2aˆ†2aˆ2aˆ2) = ~(κ− η)(e−if(t)aˆ
†
1aˆ1 aˆ†1e
if(t)aˆ†1aˆ1 · e−if(t)aˆ†1aˆ1 aˆ†1eif(t)aˆ
†
1aˆ1 ·
·e−if(t)aˆ†1aˆ1 aˆ1eif(t)aˆ
†
1aˆ1 · e−if(t)aˆ†1aˆ1 aˆ1eif(t)aˆ
†
1aˆ1 +
+eif(t)aˆ
†
2aˆ2 aˆ†2e
−if(t)aˆ†2aˆ2 · eif(t)aˆ†2aˆ2 aˆ†2e−if(t)aˆ
†
2aˆ2 ·
·eif(t)aˆ†2aˆ2 aˆ2e−if(t)aˆ
†
2aˆ2 · eif(t)aˆ†2aˆ2 aˆ2e−if(t)aˆ
†
2aˆ2) (5.34)
5.2. A OBTENC¸A˜O DE UM OPERADOR HAMILTONIANO EFETIVO 65
para, apo´s uma reorganizac¸a˜o dos termos, expressarmos por
~(κ− η)(aˆ†1aˆ†1aˆ1aˆ1 + aˆ†2aˆ†2aˆ2aˆ2) = ~(κ− η)(aˆ†1aˆ†1aˆ1aˆ1 + aˆ†2aˆ†2aˆ2aˆ2), (5.35)
que se mostra invariante apo´s a transformac¸a˜o. Assim, observamos que este u´ltimo termo junta-
mente com o proveniente da (5.31) sa˜o os que se mostram plaus´ıveis para a nossa considerac¸a˜o,
culminando com a forma
Heff = ~η
(
aˆ†1aˆ1aˆ2aˆ
†
2 + aˆ
†
2aˆ2aˆ1aˆ
†
1
)
+ ~ (κ− η)
(
aˆ†1aˆ
†
1aˆ1aˆ1 + aˆ
†
2aˆ
†
2aˆ2aˆ2
)
. (5.36)
Pore´m, fac¸amos ainda algumas considerac¸o˜es que podem ser simplificar o operador ora obtido
em (5.36). Observando que [
aˆ, aˆ†
]
= I, (5.37)
o que nos fornece imediatamente a relac¸a˜o
aˆaˆ† = I + aˆ†aˆ, (5.38)
podemos ainda escrever a primeira parcela de (5.36) como
aˆ†1aˆ1
(
I + aˆ†2aˆ2
)
+ aˆ†2aˆ2
(
I + aˆ†1aˆ1
)
, (5.39)
que uma vez substiu´ıda na pro´pria equac¸a˜o (5.36) nos fornece, apo´s uma breve manipulac¸a˜o
alge´brica, a forma
Heff = ~(κN + 2ηN1N2). (5.40)
Observe o leitor que podemos estender o operador (5.40) para a configurac¸a˜o representada
pela figura (5.1). Dessa maneira, escrevemos
Heff = ~
{
κN + 2
[
η (N1N2 +N3N4) + η′ (N2N3)
]}
, (5.41)
na qual encontramos a diferenc¸a entre os termos η e η
′
por naturalmente tratarmos de refereˆncias
a diferentes intensidades da barreira de potencial, de acordo com a representac¸a˜o esquema´tica da
figura (5.1). Fac¸amos, a partir de agora, algumas considerac¸o˜es sobre o sistema f´ısico descrito
pelo hamiltoniano ora obtido.
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5.3 O desenvolvimento de uma codificac¸a˜o de bits quaˆnticos.
Um questionamento que surge naturalmente refere-se a` possibilidade de verdadeiramente de-
senvolvermos computac¸a˜o quaˆntica embasada nas transformac¸o˜es obtidas na secc¸a˜o anterior. Para
isto e´ necessa´rio que venhamos a definir nossa base computacional em termos de bits quaˆnticos
(q-btis). Ou seja, que sejamos capazes de definir uma base que na˜o apenas represente os resultados
mostrados na figura (5.1) como tambe´m gere estados de superposic¸a˜o para os dois poc¸os duplos.
Uma tentativa nesse sentido pode ser tomada ao considerarmos dois estados gene´ricos repre-
sentados por
|ψ1〉 = α1 |0〉+ α2 |1〉 (5.42)
e
|ψ2〉 = α3 |0〉+ α4 |1〉 , (5.43)
para os quais determinamos a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o |α1|2 + |α2|2 = 1 para os dois primeiros
poc¸os a` esquerda e |α3|2 + |α4|2 = 1 para os outros dois a` direita.
E´ imediato observar que os resultados da tabela (5.1) sa˜o previstos por estes estados quando
simplesmente observamos que para o estado definido por
|ψ1〉 |ψ2〉 = (α1 |0〉+ α2 |1〉)(α3 |0〉+ α4 |1〉) (5.44)
ou ainda, explicitamente, na forma
|ψ1〉 |ψ2〉 = α1α3 |0〉 |0〉+ α1α4 |0〉 |1〉+ α2α3 |1〉 |0〉+ α2α4 |1〉 |1〉 (5.45)
tenhamos
|ψ1〉 |ψ2〉 = |0〉 |0〉 (5.46)
se α2 = α4 = 0,
|ψ1〉 |ψ2〉 = |0〉 |1〉 (5.47)
se α2 = α3 = 0,
|ψ1〉 |ψ2〉 = |1〉 |0〉 (5.48)
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se α1 = α4 = 0, e, finalmente, o estado
|ψ1〉 |ψ2〉 = |1〉 |1〉 (5.49)
se α1 = α3 = 0.
Observamos que tais resultados explicitam todas as configurac¸o˜es iniciais apresentadas na
figura (5.1). Ale´m disso, utilizamos os α′is para prepararmos o sistema fazendo refereˆncia a`s
populac¸o˜es dos poc¸os, o que na˜o significa que estas sejam nulas.
5.4 Algumas portas quaˆnticas.
Mostramos agora atrave´s da aplicac¸a˜o do operador hamiltoniano efetivo desenvolvido na
equac¸a˜o (5.41) no estado definido em (5.45) a obtenc¸a˜o de duas portas lo´gicas quaˆnticas relevantes.
A primeira delas, uma porta de fase, como mostrado na tabela (5.4.1), e´ perfeitamente plaus´ıvel.
Fac¸amos enta˜o tal desenvolvimento para em seguida tratarmos de uma porta universal, neste caso
a (controlled not)2tilizamos a terminologia em ingleˆs por uma questa˜o puramente te´cnica..
5.4.1 A porta de fase
Comecemos com a aplicac¸a˜o referida no in´ıcio desta sec¸a˜o para encontrarmos
|ψ1〉 |ψ2〉 (t) = e(−i/~)Heff (t−t0) |ψ1〉 |ψ2〉 , (5.50)
o que nos fornece o resultado
|ψ1〉 |ψ2〉 (t) = α1α3 |0〉 |0〉+ α1α4e−2iN2N3η′(t−t0) |0〉 |1〉+
+α2α3e−2iN1η(t−t0) |1〉 |0〉+ α2α4e−2i(t−t0)[η(N1+N3)+η′N3] |1〉 |1〉 , (5.51)
Observe que obteremos as configurac¸o˜es apresentadas na tabela (5.4.1) se fizermos α2 = α4 = 0
para o resultado |0〉 |0〉, α1 = α4 = 0 para |1〉 |0〉, α3 = α2 = 0 para |0〉 |1〉 e α1 = α3 = 0 para
e−iη′ |1〉 |1〉.
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U |f(x)〉 Heff Combinac¸a˜o
|0〉 |0〉 → |0〉 |0〉
|1〉 |0〉 → |1〉 |0〉
|0〉 |1〉 → |0〉 |1〉
|1〉 |1〉 → e−iη′ |1〉 |1〉
Tabela 5.1: Tabela verdade para a porta lo´gica quaˆntica de fase (phase gate) obtida pela evoluc¸a˜o do estado
(5.44) pela aplicac¸a˜o do operador (5.41).
A A
B B   A
Figura 5.2: Porta lo´gica de operac¸a˜o controlled not.
Com a obtenc¸a˜o deste resultado, que corrobora os resultados apresentados na tabela (5.4.1),
verificamos ainda a possibilidade de que outras portas quaˆnticas sejam fact´ıveis a partir da equac¸a˜o
(5.51). Com isso, observamos que a transformac¸a˜o utilizada no in´ıcio deste cap´ıtulo se mostra
via´vel para tais obtenc¸o˜es.
5.4.2 A porta controlled not.
E´ poss´ıvel que uma combinac¸a˜o apropriada dos paraˆmetros e do controle das populac¸o˜es na
equac¸a˜o (5.51) nos retorne a tabela verdade da porta controlled not, como apresentado na tabela
abaixo.
Para mostrarmos a exequibilidade da operac¸a˜o representada pela tabela (5.4.2), fac¸amos no-
vamente a ana´lise da relac¸a˜o (5.51). Neste observamos a necessidade de fazermos α4 = α2 = 0
para obtermos a transformac¸a˜o |00〉 → |00〉, α3 = α2 = 0 para |01〉 → |01〉, α1 = α3 = 0 para
|10〉 → |11〉 e α1 = α4 = 0 para |11〉 → |10〉.
Ainda e´ plaus´ıvel a obtenc¸a˜o desta mesma porta atrave´s de duas operac¸o˜es de Hadamard com
o intuito de utilizarmos combinac¸o˜es de tais portas para a utilizac¸a˜o e elaborac¸a˜o em circuitos.
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U |f(x)〉 Heff Combinac¸a˜o
|0〉 |0〉 → |0〉 |0〉
|1〉 |0〉 → |1〉 |1〉
|0〉 |1〉 → |0〉 |1〉
|1〉 |1〉 → |1〉 |0〉
Tabela 5.2: Tabela verdade para a porta lo´gica quaˆntica controlled not obtida pela evoluc¸a˜o do estado (5.44) pela
aplicac¸a˜o do operador (5.41).
No entanto, este parece ser o in´ıcio de um novo e promissor trabalho.
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Concluso˜es
A consolidac¸a˜o da teoria de computac¸a˜o e informac¸a˜o quaˆntica exigiu a caracterizac¸a˜o, dentre
outros aspectos f´ısicos, do emaranhamento. Portanto, e´ natural que se comece, assim como fizemos
nesta tese, uma ana´lise com um sistema com poucos corpos e, somente apo´s um amadurecimento
das te´cnicas matema´ticas e tambe´m da melhora de recursos computacionais, seja efetuada uma
busca para a quantificac¸a˜o de diversos modelos de mate´rica condensada, por exemplo. Assim,
notamos que uma das motivac¸o˜es desta tese foi a compreensa˜o da utilizac¸a˜o do emaranhamento
para o estudo das transic¸o˜es de fase a` temperatura nula.
Embora tenhamos observado uma transic¸a˜o entre as fases dos modelos explorados no terceiro
cap´ıtulo, ainda assim e´ interessante verificarmos que a sinalizac¸a˜o dessas transic¸o˜es que ocorrem
no BHM e no GCC podem ser melhoradas e talvez ate´ determinadas com grande precisa˜o. Para
tal intento e´ necessa´rio que se empregue me´todos mais elaborados.
Ha´ ainda dentro deste assunto uma poss´ıvel investigac¸a˜o das transic¸o˜es de fase no modelo es-
tendido de Bose-Hubbard embasado na comparac¸a˜o com os diagramas apresentados na refereˆncia
de Kovrizhn e colaboradores [41]. Tais modelos podem ainda ser enriquecidos com resultados
referentes a transic¸o˜es interbandas, o que enriquece sobremaneira os modelos ja´ explorados na
literatura, uma vez que na˜o mais se consideraria apenas o estado fundamental de uma rede. Ob-
serve que esta e´ uma compreensa˜o que poderia nos revelar novas fases quaˆnticas e, por isso mesmo,
ser considerada uma perspectiva para desenvolvimentos futuros embasados nesta tese.
A compreensa˜o da divisa˜o do emaranhamento no modelo de Bose-Hubbard mostrado tambe´m
no terceiro cap´ıtulo deste texto possui um destaque em relac¸a˜o aos outros modelos e/ou cadeias.
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Ainda, talvez esta seja uma ana´lise interessante para se compreender a estrutura do emaranha-
mento multipartido em outros modelos.
Ressaltamos a importaˆncia da equac¸a˜o (3.20) para a entropia linear reduzida a um s´ıtio para
o modelo GCC. Como esta generaliza a medida de emaranhamento multipartido, tambe´m con-
sideramos a sua ana´lise como um grande e promissor recurso para desenvolvimentos de trabalhos
futuros desta tese.
Os resultados do quarto cap´ıtulo nos mostram que e´ poss´ıvel manipularmos as populac¸o˜es
atoˆmicas para potenciais de dois ou mu´ltiplos poc¸os. Observamos que a inserc¸a˜o do termo ex-
terno representado por γ recupera resultados ate´ enta˜o conhecidos como o autoaprisionamento
macroso´pico. Isto evidencia que tais populac¸o˜es podem ser manipuladas e utilizadas para a ela-
borac¸a˜o de codificac¸o˜es e utilizac¸o˜es em portas lo´gicas quaˆnticas, conforme mostramos no quinto
cap´ıtulo. Tal controle das populac¸o˜es motivam ainda novos estudos como os de compressa˜o de
spin para esses mesmos sistemas, por exemplo.
Observe ainda que inserido no contexto da obtenc¸a˜o de codificac¸a˜o para portas lo´gicas quaˆnticas
e´ ainda fact´ıvel um desenvolvimento embasado na descric¸a˜o de estados coerentes. Estes, por uma
questa˜o de exiquibilidade experimental, podem talvez ser mais interessantes que outras descric¸o˜es.
Finalmente atentamos para uma poss´ıvel ana´lise de um modelo 3D ana´logo aos desenvolvidos
nesta tese pore´m com a vantagem da manipulac¸a˜o dos termos de tunelamento, autocolisa˜o e colisa˜o
cruzada em diferentes direc¸o˜es. Isto enriquece significativamente os resultados para computac¸a˜o e
pode ainda trazer novos resultados para as transic¸o˜es de fase, revelando ainda prova´veis relac¸o˜es
com as transic¸o˜es interbandas anteriormente comentadas. Neste to´pico reside ainda a possibilidade
da obtenc¸a˜o de computac¸a˜o paralela, o que traz grandes vantagens como a significativa reduc¸a˜o
do tempo necessa´ria para algumas tarefas computacionais. Estas podem ser observadas por uma
poss´ıvel manipulac¸a˜o dos termos de tunelamento e de colisa˜o cruzada em diferentes direc¸o˜es.
Apeˆndice A
Notas sobre a derivac¸a˜o dos modelos
Partindo do operador hamiltoniano para espe´cies bosoˆnicas numa rede o´ptica, assumindo que
o nu´mero de part´ıculas e´ conservado, obtemos o hamiltoniano [16,17,33]
H = U
∑
i
Ni (Ni − I)− J
∑
i,j
(
aˆ†i aˆj + aˆ
†
j aˆi
)
, (A-1)
na qual U e´ a taxa de autocolisa˜o ou ainda a intensidade da repulsa˜o entre a´tomos dos mesmo
s´ıtio i como func¸a˜o da massa e do comprimento de onda s, e J e´ interpretado como o elemento
de matriz entre dois s´ıtios adjacentes i, j (hopping). Utilizamos Nˆi = a
†
iai como o operador de
nu´mero do s´ıtio i, para o qual os operadores de aniquilac¸a˜o ai e criac¸a˜o bosoˆnicos a
†
i obedecem
a` relac¸a˜o de comutac¸a˜o canoˆnica [ai, a
†
j ] = δi,j . O hamiltoniano de Bose-Hubbard consiste em
considerar o termo de hopping somente entre os s´ıtios vizinhos, enquanto a configurac¸a˜o CCG
considera esse mesmo hopping entre dois s´ıtios quaisquer. Ca´lculos considerando o BHM atrave´s
de uma teoria de campo me´dio indicam uma transic¸a˜o de fase no ponto cr´ıtico U/J = 5.6z, na
qual z = 2d e´ o nu´mero de primeiros vizinhos [16,17,33,72]. Para uma rede o´ptica unidimensional,
essa teoria de campo me´dio propo˜e a raza˜o J/U ≈ 0.08 para o ponto de transic¸a˜o. Tais resultados
foram corroborados atrave´s da investigac¸a˜o experimental em uma rede o´ptica unidimensional
por Sto¨ferle e colaboradores [49]. Ale´m disso ha´ soluc¸o˜es bem conhecidads para as duas fases
previstas para o BHM [72]. Na fase superfluida o sistema e´ descrito por um estado coerente no
qual a distribuic¸a˜o de probabilidades para o nu´mero de ocupac¸a˜o local dos a´tomos em um s´ıtio da
rede e´ Poissoniana. Mais ainda, tal estado e´ bem descrito por uma func¸a˜o de onda macrosco´pica
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com coereˆncia de fase por toda a rede
|ΨSF 〉 = 1√
N !
(
1√
M
M∑
i=1
bˆi
†
)N
|0〉 . (A-2)
Na fase isolante de Mott (MI) as flutuac¸o˜es do estado fundamental do sistema consistem de
func¸o˜es de onda atoˆmicas localizadas com um nu´mero fixo de a´tomos por s´ıtio que minimizam a
energia de interac¸a˜o. O estado fundamental e´ enta˜o representado por um produto de estados de
Fock para cada s´ıtio da rede [16]
|ΨMI〉 = 1√
N !
M∏
i=1
(
bˆi
†)n |0〉 . (A-3)
Embora exista uma diferenc¸a entre as configurac¸o˜es BHM e GCC, e´ sabido que no limite
termodinaˆmico, N → ∞, o comportamento de ambos sa˜o similares. Isto e´ corroborado pelas
observac¸o˜es em experimentos recentes com sistemas que sa˜o suficientemente grandes, ou seja,
com um nu´mero de s´ıtios M de aproximadamente 105 [12, 47].
Nesses experimentos o paraˆmetro de ordem ∆N2 =< N2 > − < N >2 pode ser usado como
um indicativo da transic¸a˜o. Na verdade, para a fase MI, que e´ incompress´ıvel, verifica-se que
∆N2 = 0, mostrando que a distribuic¸a˜o e´ de estados de Fock, enquanto que a fase superfluida,
que e´ compress´ıvel, ∆N2 6= 0 nos mostra que uma distribuic¸a˜o Poissoniana e´ observada.
Apeˆndice B - Representac¸o˜es da
equac¸a˜o da entropia linear reduzida a
um s´ıtio.
Representac¸o˜es da equac¸a˜o da entropia linear reduzida a um s´ıtio
Neste Apeˆndice mostramos alguns exemplos da equac¸a˜o (3.20) sobre a entropia linear re-
duzida a um s´ıtio como medida de emaranhamento para a geometria de gra´ficos completamente
conectados. Embora ela dependa de elementos da teoria dos nu´meros, estes sa˜o fa´ceis e de ra´pido
entendimento, pois sua abordagem depende de um n´ıvel elementar de matema´tica.
O exemplo mais simples e´ compreendido por apenas dois a´tomos e dois s´ıtios N = M = 2,
cujo espac¸o vetorial e´ dado pelo conjunto
{|11〉 , |02〉 , |20〉} , (B-1)
a partir do qual escrevemos o operador densidade
ρ12 = |Ψ〉 〈Ψ| (B-2)
substituindo neste os elementos do conjunto (B-1), para o qual encontramos
ρ12 = [α1 |11〉+ α2 (|02〉+ |20〉)] [α∗1 〈11|+ α∗2 (〈02|+ 〈20|)] . (B-3)
Simplificadamente, apo´s a operac¸a˜o de trac¸o parcial3, escrevemos
ρ1 = |α1|2 |1〉 〈1|+ |α2|2 (|0〉 〈0|+ |2〉 〈2|) . (B-4)
3Perceba o leitor que, como ha´ uma simetria quanto ao s´ıtio a ser tomado, poder´ıamos naturalmente tomar ρ2
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O leitor deve observar que estamos fazendo um tratamento embasado na propriedade do
hamiltoniano GCC de possuir peso estat´ıstico igual para o termo de hoppping entre todos os s´ıtios.
Isso faz com que todas as configurac¸o˜es de uma ocupac¸a˜o dupla possuam o mesmo peso, aqui
representado por α2. Esse racioc´ınio e´ perfeitamente compreendido ao avanc¸armos no problema
como se a resolveˆ-lo por induc¸a˜o.
Fac¸amos enta˜o a configurac¸a˜o seguinte, para treˆs a´tomos e treˆs s´ıtios, (N = M = 3), que
tambe´m depende de uma abordagem elementar da contagem dos s´ımbolos correspondentes a`s
ocupac¸o˜es. Desta feita, representamos o espac¸o pelo conjunto seguinte
{|111〉 , |012〉 , |021〉 , |102〉 , |120〉 , |201〉 , |210〉 , |003〉 , |030〉 , |300〉} (B-5)
e escrevemos o operador densidade a partir da sua definic¸a˜o para encontrarmos
ρ123 = |Ψ〉 〈Ψ| (B-6)
e tambe´m aplicarmos os elementos do conjunto (B-5). Desta vez encontramos
ρ123 = [α1 |111〉+
+α2 (|012〉+ |021〉+ |102〉+ |120〉+ |201〉+ |210〉) +
+ α3 (|003〉+ |030〉+ |300〉)]
[α1 〈111|+
+α2 (〈012|+ 〈021|+ 〈102|+ 〈120|+ 〈201|+ 〈210|) +
+ α3 (〈003|+ 〈030|+ 〈300|)] , (B-7)
que apo´s a operac¸a˜o de trac¸o parcial, escrevemos como
ρ1 = |α1|2 |1〉 〈1|+ 2 |α2|2 (|0〉 〈0|+ |1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) + |α3|2 (2 |0〉 〈0|+ |3〉 〈3|) . (B-8)
Esta forma, embora simples, ja´ se mostra suficiente para uma ra´pida verificac¸a˜o da equac¸a˜o
em questa˜o. Portanto, tomamos a pro´pria equac¸a˜o 3.20 e fac¸amos, a partir dela, a obtenc¸a˜o da
relac¸a˜o expressa em B-8. Para isso, escrevemos
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ρN,1 = (N − 2)!
f(N)∑
i=1
|αi|2
N∑
j=0
∑N
s=0 r
ij
s∏N
s=0 r
ij
s !
|j〉 〈j| ,
que apo´s a substituic¸a˜o N = M = 3 fica dada por e, consequentemente,
ρ3,1 = (3− 2)!
f(N)=3∑
i=1
|αi|2
N=3∑
j=0
∑N=3
s=0 r
ij
s∏N=3
s=0 r
ij
s !
|j〉 〈j| .
Desenvolvendo o somato´rio, encontramos
ρ3,1 = |α1|2
N=3∑
j=0
∑N=3
s=0 r
1j
s∏N=3
s=0 r
1j
s !
|j〉 〈j|+ |α2|2
N=3∑
j=0
∑N=3
s=0 r
2j
s∏N=3
s=0 r
2j
s !
|j〉 〈j|+ |α3|2
N=3∑
j=0
∑N=3
s=0 r
3j
s∏N=3
s=0 r
3j
s !
|j〉 〈j|
ρ3,1 = |α1|2
[∑N=3
s=0 r
10
s∏N=3
s=0 r
10
s !
|0〉 〈0|+
∑N=3
s=0 r
11
s∏N=3
s=0 r
11
s !
|1〉 〈1|+
∑N=3
s=0 r
12
s∏N=3
s=0 r
13
s !
|2〉 〈2|+
∑N=3
s=0 r
13
s∏N=3
s=0 r
13
s !
|3〉 〈3|
]
+
+|α2|2
[∑N=2
s=0 r
20
s∏N=2
s=0 r
20
s !
|0〉 〈0|+
∑N=2
s=0 r
21
s∏N=2
s=0 r
21
s !
|1〉 〈1|+
∑N=3
s=0 r
22
s∏N=3
s=0 r
22
s !
|2〉 〈2|+
∑N=3
s=0 r
23
s∏N=3
s=0 r
23
s !
|3〉 〈3|
]
+|α3|2
[∑N=2
s=0 r
30
s∏N=3
s=0 r
30
s !
|0〉 〈0|+
∑N=3
s=0 r
31
s∏N=3
s=0 r
31
s !
|1〉 〈1|+
∑N=3
s=0 r
32
s∏N=3
s=0 r
32
s !
|2〉 〈2|+
∑N=3
s=0 r
33
s∏N=3
s=0 r
33
s !
|3〉 〈3|
]
,
que fica explicitamente dado por
ρ3,1 = |α1|2
[(
r100 + r
10
1 + r
10
2 + r
10
3
)(
r100 !r
10
1 !r
10
2 !r
10
3 !
) |0〉 〈0|+ (r110 + r111 + r112 + r113 )(
r110 !r
11
1 !r
11
2 !r
11
3 !
) |1〉 〈1|+]
[
+
(
r120 + r
12
1 + r
12
2 + r
12
3
)(
r120 !r
12
1 !r
12
2 !r
12
3 !
) |2〉 〈2|+ (r130 + r131 + r132 + r133 )(
r130 !r
13
1 !r
13
2 !r
13
3 !
) |3〉 〈3|]+
+|α2|2
[(
r200 + r
20
1 + r
20
2 + r
20
3
)(
r200 !r
20
1 !r
20
2 !r
20
3 !
) |0〉 〈0|+ (r210 + r211 + r212 + r213 )(
r210 !r
21
1 !r
21
2 !r
21
3 !
) |1〉 〈1|+]
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[(
r220 + r
22
1 + r
22
2 + r
22
3
)(
r220 !r
22
1 !r
22
2 !r
22
3 !
) |2〉 〈2|+ (r230 + r231 + r232 + r233 )(
r230 !r
23
1 !r
23
2 !r
23
3 !
) |3〉 〈3|]
+|α3|2
[(
r300 + r
30
1 + r
30
2 + r
30
3
)(
r300 !r
30
1 !r
30
2 !r
30
3 !
) |0〉 〈0|+ (r310 + r311 + r312 + r313 )(
r310 !r
31
1 !r
31
2 !r
31
3 !
) |1〉 〈1|+]
[(
r320 + r
32
1 + r
32
2 + r
32
3
)(
r320 !r
32
1 !r
32
2 !r
32
3 !
) |2〉 〈2|+ (r330 + r331 + r332 + r333 )(
r330 !r
33
1 !r
33
2 !r
33
3 !
) |3〉 〈3|] .
Os s´ımbolos que contribuem para a ocupac¸a˜o esta˜o ligados aos estados de ocupac¸a˜o simples
(|111〉 - com duas ocorreˆncias) para α1; estados de ocupac¸a˜o nula, simples ou dupla para α2
(|012〉 - com duas ocorreˆncias cada) e estados de ocupac¸a˜o nula (duas ocorreˆncias) ou tripla (uma
ocorreˆncia) (|003〉) para α3.
ρ3,1 = |α1|2
{[
(0 + 0 + 0 + 0)
(0!0!0!0!)
]
|0〉 〈0|+
[
(0 + 2 + 0 + 0)
(0!2!0!0!)
]
|1〉 〈1|+
+
[
(0 + 0 + 0 + 0)
(0!0!0!0!)
]
|2〉 〈2|+
[
(0 + 0 + 0 + 0)
(0!0!0!0!)
]
|3〉 〈3|
]
+
+|α2|2
{[
(0 + 1 + 1 + 0)
(0!1!1!0!)
]
|0〉 〈0|+
[
(1 + 0 + 1 + 0)
(1!0!1!0!)
]
|1〉 〈1|+
[
(1 + 1 + 0 + 0)
(1!1!0!0!)
]
|2〉 〈2|+
[
(0 + 0 + 0 + 0)
(0!0!0!0!)
]
|3〉 〈3|
}
+|α3|2
{[
(1 + 0 + 0 + 1)
(1!0!0!1!)
]
|0〉 〈0|+
[
(0 + 0 + 0 + 0)
(0!0!0!0!)
]
|1〉 〈1|+
[
(0 + 0 + 0 + 0)
(0!0!0!0!)
]
|2〉 〈2|+
[
(2 + 0 + 0 + 0)
(2!0!0!0!)
]
|3〉 〈3|
}
ρ3,1 = |α1|2 |1〉 〈1|+ 2|α2|2 (|0〉 〈0|+ |1〉 〈1|+ |2〉 〈2|) + |α3|2 (2 |0〉 〈0|+ |3〉 〈3|) , (B-9)
que e´ a mesma relac¸a˜o B-8.
Apeˆndice C - A equac¸a˜o de
Gross-Pitaeviskii
Linhas gerais de uma derivac¸a˜o
Quando tratamos gases rarefeitos a baixas temperaturas, e´ perfeitamente poss´ıvel uma descri-
c¸a˜o atrave´s da equac¸a˜o de Gross-Pitaeviskii [11,12]. Esta caracteriza-se por ser uma aproximac¸a˜o
na˜o linear da equac¸a˜o de Schro¨dinger.
A dinaˆmica de um determinado sistema e´ obtida ao evoluirmos temporalmente o operador
(2.1), o que fazemos atrave´s da equac¸a˜o de Heisenberg
i~
∂
∂t
Ψˆ(r, t) =
[
Ψˆ(r, t), Hˆ
]
. (C-1)
A substituic¸a˜o da equac¸a˜o (2.1) em (C-1) e a utilizac¸a˜o da relac¸a˜o usual de comutac¸a˜o bosoˆnica
nos fornece
i~
∂
∂t
Ψˆ(r, t) =
[−~2
2m
∇2 + V1(r) + VT (r) + 12
∫
d3rd3r′Ψˆ†(r)Ψˆ†(r′)V2(r, r′)Ψˆ(r′)Ψˆ(r)
]
Ψˆ(r, t),
(C-2)
que e´ uma equac¸a˜o exata para o operador Ψˆ(r, t).
Consideremos a aproximac¸a˜o do operador Ψˆ(r, t) por uma teoria de campo me´dio represen-
tando por Φ(r, t). Ou seja, como
∫
Ψˆ†(r, t)Ψˆ†(r, t)dr = N , escrevemos
Ψˆ†(r, t) =
√
NΦ(r, t), (C-3)
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que substitu´ıda em (C-2) nos fornece
i~
∂
∂t
Φ(r, t) =
[−~2
2m
∇2 + V1(r) + VT (r) + 12
∫
d3rd3r′ψ†(r)ψ†(r′)V2(r, r′)ψ(r′)ψ(r)
]
Φ(r, t).
(C-4)
Observe que as equac¸o˜es (C-2) e (C-4) embora tenham a mesma estrutura, elas representam
diferentes tratamentos. A primeira delas e´ uma equac¸a˜o exata para o operador de campo Ψˆ(r, t),
enquanto que a segunda e´ uma aproximac¸a˜o de campo me´dio para um campo cla´ssico, que se
constitui num paraˆmetro de ordem do condensado. Este paraˆmetro ainda recebe o nome de
func¸a˜o de onda do condensado.
Substituindo o potencial de contato definido na equac¸a˜o (2.2) em (C-4), encontramos
HˆΦ(r, t) = i~
∂
∂t
Φ(,t), (C-5)
denominada equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii, na qual definimos
Hˆ = −~
2∇2
2m
+ V1(r) + gN |Φ|2 . (C-6)
As soluc¸o˜es da equac¸a˜o representada em (C-6) sa˜o da forma
Φn(r, t) = φne−iEnt/~, (C-7)
na qual φn(r) e´ independente do tempo.
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